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Вступ

У роботах [1–3] для нелiнiйної крайової задачi

d

dx

[
k(x)

du

dx

]
= −f

(
x, u,

du

dx

)
, x ∈ (0, 1),

u(0) = µ1, u(1) = µ2,

(1)

на нерiвномiрнiй сiтцi побудована точна триточко-
ва рiзницева схема (ТТРС), дослiджено iснування та
єдинiсть її розв’язку, розроблено алгоритмiчну реалi-
зацiю ТТРС через триточковi рiзницевi схеми (ТРС)
рангу m̄ = 2 [(m + 1)/2] ([.] – цiла частина), дослi-
джено iснування та єдинiсть розв’язку таких схем,
встановлено оцiнки їх точностi. Запропонованi ТРС
для своєї побудови вимагають для кожного вузла
xj , j = 1, 2, ..., N − 1 сiтки розв’язування двох не-
лiнiйних задач Кошi для систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь на вiдрiзку [xj−1, xj ](вперед) i
[xj , xj+1](назад), що здiйснюється за один крок за
допомогою будь-якого однокрокового методу. У цiй
статтi для розв’язування допомiжних задач Кошi ви-
користовується метод рядiв Тейлора. Для обчислен-
ня коефiцiєнтiв ряду Тейлора розроблено рекурен-
тний алгоритм.

I. Триточковi рiзницевi схеми
високого порядку точностi

Виберемо нерiвномiрну сiтку

ω̂h = {xj ∈ (0, 1), j = 1, 2, ..., N − 1,

hj = xj − xj−1 > 0,
N∑

j=1

hj = 1

}

так, щоб точки розриву функцiй k(x), f

(
x, u,

du

dx

)

спiвпадали з вузлами сiтки ω̂h. Множину всiх точок
розриву позначимо через ρ i вважатимемо, що N та-
ке, що ρ ⊆ ω̂h. У точках розриву зв’яжемо розв’язок
задачi (1) умовами неперервностi

u(xi − 0) = u(xi + 0),

k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi−0

= k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi+0

, ∀xi ∈ ρ.

Введемо функцiї

Y j
α (x, u) = û(x) + wj

α(x, u)− V j
α (x)

V j
α (xj)

wj
α(xj , u),

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α], α = 1, 2, j = 1, 2, ..., N − 1,

де

û(x) =
[
u(xj)V

j
1 (x) + u(xj−1)V

j−1
2 (x)

] [
V j

1 (xj)
]−1

,

x ∈ [xj−1, xj ] , V j
1 (x) =

x∫

xj−1

dt

k(t)
, V j

2 (x) =

xj+1∫

x

dt

k(t)
,

а функцiї wj
α(x, u), ljα(x, u), α = 1, 2−розв’язки задач

Кошi:
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dwj
α(x, u)
dx

=
ljα(x, u)

k(x)
,

dljα(x, u)
dx

= −f

(
x, Y j

α (x, u),
dY j

α (x, u)
dx

)
,

xj−2+α < x < xj−1+α,

wj
α(xj+(−1)α , u) = ljα(xj+(−1)α , u) = 0,

α = 1, 2, j = 1, 2, ..., N − 1.

(2)

Задача (2) має єдиний розв’язок (див. [2,3]), при-
чому для розв’язку нелiнiйної крайової задачi (1) бу-
де справджуватись представлення

u(x) = Y j
α (x, u) =

= û(x) + wj
α(x, u)− V j

α (x)
V j

α (xj)
wj

α(xj , u),
(3)

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α], α = 1, 2, j = 1, 2, ..., N − 1.

Для задачi (1) iснує ТТРС

(aux̄)x̂ = −ϕ(x, u), x ∈ ω̂h,

u(0) = µ1, u(1) = µ2,
(4)

яка має єдиний розв’язок u(x), ∀x ∈ ω̂h, який є також
розв’язком задачi (1) в вузлах сiтки ω̂h, де

ux̄,j =
uj − uj−1

hj
, ux̂,j =

uj+1 − uj

~j
,

~j =
hj + hj+1

2
, a(xj) =

[
1
hj

V j
1 (xj)

]−1

,

ϕ(xj , u) = T̂ xj (w(ξ)) =

= [~jV
j
1 (xj)]−1

xj∫
xj−1

V j
1 (ξ)w(ξ)dξ+

+[~jV
j
2 (xj)]−1

xj+1∫
xj

V j
2 (ξ)w(ξ)dξ.

(5)

Функцiя u(x) в правiй частинi (4) визначається
згiдно з формулою (3) i залежить тiльки вiд u(xj)
j = 0, 1, ..., N .

Оскiльки

(−1)α+1

xj∫

xj+(−1)α

V j
α (ξ)f

(
ξ, u(ξ),

du

dξ

)
dξ =

= (−1)αV j
α (xj)ljα(xj , u) + wj

α(xj , u), α = 1, 2,

то

ϕ(xj , u) =

= ~−1
j

2∑
α=1

(−1)α

[
ljα(xj , u) + (−1)α wj

α(xj , u)
V j

α (xj)

]
.

(6)

Зауважимо, що функцiї wj
α(x, u), ljα(x, u), α = 1, 2,

якi є розв’язками системи (2), залежать вiд пара-
метрiв bα ≡ bj

α(u) ≡ wj
α(xj , u), тобто wj

α(x, u) ≡
wj

α(x, u, bα), ljα(x, u) ≡ ljα(x, u, bα), α = 1, 2.
Задачу (2) розв’язуватимемо чисельно за допомо-

гою однокрокового методу рядiв Тейлора. Алгоритм
її розв’язування матиме такий вигляд:

1. Послiдовно диференцiюючи (2), знайдемо похi-
днi

dpwj
α(x, u, bα)
dxp

, p = 2, 3, ..., m̄,

dpljα(x, u, bα)
dxp

, p = 2, 3, ...m.

2. Визначимо наближене значення параметрiв
bα, α = 1, 2

b(1)
α = 0, b(s−1)

α ≡ b(s−1)j
α (u) = w(s−1)j

α (xj , u) =

=
s−1∑
p=2

[
(−1)α+1hj−1+α

]p

p!
dpwj

α(xj+(−1)α , u, b
(s−2)
α )

dxp
,

(7)
s = 3, 4, ..., m̄.

3. Обчислимо наближений розв’язок задачi (3)

w(m̄)j
α = w(m̄)j

α (xj , u) =

=
m̄∑

p=2

[
(−1)α+1hj−1+α

]p

p!
dpwj

α(xj+(−1)α , u, b
(m̄−1)
α )

dxp
,

l(m)j
α = l(m)j

α (xj , u) = (8)

m∑
p=1

[
(−1)α+1hj−1+α

]p

p!
dpljα(xj+(−1)α , u, b

(m̄−1)
α )

dxp
.

Отже, замiсь ТТРС (4), (6) можна скористатись
ТРС рангу m̄ вигляду

(a(m̄)y
(m̄)
x̄ )x̂ = −ϕ(m̄)(x, y(m̄)), x ∈ ω̂h,

y(m̄)(0) = µ1, y(m̄)(1) = µ2,

(9)

a(m̄)(xj) =
[

1
hj

V
(m̄)j
1 (xj)

]−1

,

ϕ(m̄)(xj , u) =

= ~−1
j

2∑
α=1

(−1)α

[
l(m)j
α (xj , u) + (−1)α w

(m̄)j
α (xj , u)

V
(m̄)j
α (xj)

]
.

Доведено (див. [2,3] ), що iснує стала h0 > 0 така, що
для ∀ {hj}N

j=1 : |h| = max hj
1≤j≤N

≤ h0 ТРС (9) має по-

рядок точностi m̄, причому для розв’язку цiєї схеми
справджується оцiнка
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∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥
∗

1,2,ω̂h

=

=

[∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥

2

0,2,ω̂h

+
∥∥∥∥k

dy(m̄)

dx
− k

du

dx

∥∥∥∥
2

0,2,ω̂h

]1/2

≤

≤ M |h|m̄ ,

де

‖u‖0,2,ω̂h
= (u, u)1/2

ω̂h
, ‖u, v‖ω̂h

=
∑

ξ∈ω̂h

~(ξ)u(ξ)v(ξ),

k(xj)
dy(m̄)(xj)

dx
=

=
hy

(m̄)
x̄,j − w

(m̄)j
1

(
xj , y

(m̄)
)

V
(m̄)j
1 (xj)

+ l
(m)j
1

(
xj , y

(m̄)
)

,

константа M не залежить вiд |h| .
Розв’язок нелiнiйної ТРС (9) може бути знайде-

ний, наприклад, за допомогою методу послiдовних
наближень

(
a(m̄)y

(m̄,n)
x̄

)
x̂

= −ϕ(m̄)
(
x, y(m̄,n−1)

)
, x ∈ ω̂h

y(m̄,n)(0) = µ1, y(m̄,n)(1) = µ2, n = 1, 2, ...,

y
(m̄,0)
j =

V
(m̄)
2 (xj)

V
(m̄)
1 (1)

µ1 +
V

(m̄)
1 (xj)

V
(m̄)
1 (1)

µ2, j = 0, 1, ..., N.

Для обчислення правої частини рiзницевої схеми
(9) ϕ(m̄)(xj , u) у вузлах сiтки розроблено рекурен-
тний алгоритм, який застосуємо до розв’язування те-
стових прикладiв.

II. Чисельнi приклади

Приклад 1. Розглянемо крайову задачу

d2u

dx2
=

1
2

cos2
(

du

dx

)
, (10)

u(0) = 0, u(1) = arctg

(
1
2

)
− ln

(
5
4

)
, (11)

з точним розв’язком

u(x) = x · arctg

(
1
2
x

)
− ln

∣∣∣∣1 +
1
4
x2

∣∣∣∣ .

Для чисельного розв’язання задачi (10)–(11) ви-
користаємо ТРС порядку точностi m̄ вигляду

y
(m̄)
x̄x̂,j = −ϕ(m̄)

(
xj , y

(m̄)
)
, j = 1, N − 1,

y
(m̄)
0 = µ1, y

(m̄)
N = µ2,

(12)

де

µ1 = 0, µ2 = arctg

(
1
2

)
− ln

(
5
4

)
,

ϕ(m̄)(xj , u) =

~−1
j

2∑
α=1

(−1)α

[
l(m)j
α (xj , u) +

(−1)α

hj−1+α
w(m̄)j

α (xj , u)
]

,

w
(m̄)j
α (xj , u), l

(m)j
α (xj , u)− значення в точках сiтки

чисельного розв’язку (8) задач Кошi

dwj
α (x, u)
dx

= ljα (x, u) ,
dljα (x, u)

dx
=

=
1
2

cos2
(

dY j
α

dx

)
, xj−2+α < x < xj−1+α,

wj
α

(
xj+(−1)α , u

)
= ljα

(
xj+(−1)α , u

)
= 0,

α = 1, 2, j = 1, 2, ..., N − 1.

(13)

Коефiцiєнти ряду Тейлора (8) можна знайти по-
слiдовним диференцiюванням (13), використовуючи
засоби комп’ютерної алгебри (наприклад, Maple) або
за допомогою рекурентного обчислення коефiцiєнтiв
ряду Тейлора [4].

Враховуючи, що

dY j
α

dx
= yx̄,j−1+α + ljα

(
x, y(m̄)

)
+

(−1)α

hj−1+α
wj

α

(
xj , y

(m̄)
)

,

на основi (13) побудуємо алгоритм рекурентного об-
числення коефiцiєнтiв ряду Тейлора

1
p!

dpwj
α(xj+(−1)α , u, bα)

dxp
,

1
p!

dpljα(xj+(−1)α , u, bα)
dxp

, p = 1, 2...

Нехай

Lp,α =
1
p!

dpljα(xj+(−1)α , u, bα)
dxp

,

Wp,α =
1
p!

dpwj
α(xj+(−1)α , u, bα)

dxp
,

Fp =
1
p!

dp

dxp

[
1
2

cos2
(

dY j
α

dx

)]

x=xj+(−1)α

,

тодi з (13) отримаємо Lp+1,α =
1

p + 1
Fp.

Функцiю
1
2

cos2
(

dY j
α

dx

)
розглядатимемо як послi-

довнiсть елементарних функцiй та алгебраїчних опе-
рацiй вигляду

1
2

cos2
(

dY j
α

dx

)
=

1
2
rr, r = cos

(
dY j

α

dx

)
, s = sin

(
dY j

α

dx

)
,

тодi згiдно з [4, с. 51–52] коефiцiєнти рядiв Тейлора
матимуть такi зображення:
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Rp = −1
p

p−1∑

j=0

(p− j)SjLp−j,α,

Sj =
1
j

j−1∑
m=0

(j −m)RmLj−m,α,

Fp =
1
2

p∑

j=0

RjRp−j , p = 1, 2, ..., j = 1, p− 1,

R0 = cos
(

dY j
α (xj+(−1)α)

dx

)
, S0 = sin

(
dY j

α (xj+(−1)α)
dx

)
,

L1,α =
1
2

cos2
(

dY j
α (xj+(−1)α)

dx

)
.

Оскiльки Lp,α та Wp,α залежать вiд параметрiв
bα ≡ wj

α(xj , u), якi обчислюються згiдно з (7), то ал-
горитм рекурентного обчислення коефiцiєнтiв ряду
Тейлора матиме вигляд

b(1)j
α = 0, α = 1, 2, j = 1, N − 1,

R0

(
b(1)j
α

)
= cos (yx̄,j−1+α) ,

S0

(
b(1)j
α

)
= sin (yx̄,j−1+α) ,

L1,α

(
b(1)j
α

)
=

1
2

cos2 (yx̄,j−1+α) ,

b(i)j
α =

i∑
s=2

1
s

[
(−1)α+1hj−1+α

]s
Ls−1,α

(
b(i−1)j
α

)
,

i = 2, 5,

R0

(
b(i)j
α

)
= cos

(
yx̄,j−1+α +

(−1)αb
(i)j
α

hj−1+α

)
,

S0

(
b(i)j
α

)
= sin

(
yx̄,j−1+α +

(−1)αb
(i)j
α

hj−1+α

)
,

Lp+1,α

(
b(i)j
α

)
=

1
2(p + 1)

p∑
z=0

Rz

(
b(i)j
α

)
Rp−z

(
b(i)j
α

)
,

p = 1, i− 1,

R1

(
b(i)j
α

)
= −S0

(
b(i)j
α

)
L1,α

(
b(i)j
α

)
,

Rp

(
b(i)j
α

)
= −S0

(
b(i)j
α

)
Lp,α

(
b(i)j
α

)
−

−1
p

p−1∑

k=1

(p− k) Lp−k,α

(
b(i)j
α

)
×

×
[

1
k

k−1∑
m=0

(k −m)Rm

(
b(i)j
α

)
Lk−m,α

(
b(i)j
α

)]
,

p = 2, i− 1,

Wp,α

(
b(i)j
α

)
=

1
p
Lp−1,α

(
b(i)j
α

)
, p = 2, i + 1.

Для знаходження розв’язку нелiнiйної рiзницевої
схеми (12) використовували метод послiдовних на-
ближень

y
(m̄,n)
x̄x̂ = −ϕ(m̄)

(
x, y(m̄,n−1)

)
, x ∈ ω̂h,

y(m̄,n)(0) = µ1, y(m̄,n)(1) = µ2,

n = 1, 2, ...,

y(m̄,0)(x) = (1− x)µ1 + xµ2, x ∈ ω̂h.

(14)

Для розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь (14) застосовували метод прогонки.

Результати розрахункiв для методу 6-го
(m = 5) порядку точностi на рiвномiрнiй сiтцi
ωh =

{
xi = ih, i = 1, 2, ..., N − 1, h = 1

N

}
наведенi

в табл. 1.
Для практичної оцiнки швидкостi збiжностi вико-

ристовувались величини

er =
∥∥∥z(6)

∥∥∥
∗

1,2,ωh

=
∥∥∥y(6) − u

∥∥∥
∗

1,2,ωh

,

p = log2

∥∥z(6)
∥∥∗

1,2,ωh∥∥z(6)
∥∥∗

1,2,ωh/2

.

Таблиця 1

Результати, отриманi методом
6-го порядку точностi

N er p
8 .5765E-08
16 .1078E-09 .57E+01
32 .1825E-11 .59E+01
64 .2899E-13 .60E+01

Застосувавши наведений алгоритм для методу
8-го (m = 7) порядку точностi, отримаємо резуль-
тати, наведенi в табл. 2.

Таблиця 2

Результати, отриманi методом
8-го порядку точностi

N er p
10 .3433E-11
20 .1371E-13 .80E+01

Отже, результати розрахункiв (див. табл. 1 i
табл. 2) повнiстю пiдтверджують теоретичнi виснов-
ки стосовно порядкiв точностi вiдповiдних методiв.
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Приклад 2. Розглянемо тест Трьоша [5]

d2u

dx2
= λsh(λu), u(0) = 0, u(1) = 1, (15)

i застосуємо для його чисельного розв’язування рi-
зницеву схему (12), (7–9) з f(x, u) ≡ −λsh(λu), µ1=0,
µ2 = 1.

Врахуємо, що

dpljα(x, u, bα)
dxp

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

=
dp+1wj

α(x, u, bα)
dxp+1

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

а функцiї wj
α(x, u), α = 1, 2 є розв’язками задач Кошi

d2wj
α(x, u, bα)
dx2

=λsh
{
λ[û(x) + wj

α(x, u)+

+(−1)α(x− xj+(−1)α)bα

/
hj−1+α

] }
,

(16)

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

wj
α(xj+(−1)α , u) = 0,

dwj
α(xj+(−1)α , u)

dx
= 0, α = 1, 2,

де

û(x) = (uj(x− xj−1) + uj−1(xj − x))/hj ,

x ∈ [xj−1, xj ].

Опишемо рекурентний алгоритм обчислення
ϕ(m̄)(x, y(m̄))для задачi Трьоша (15). Введемо позна-

чення wα,p(u, bα) =
1
p!

dpwj
α(x, u, bα)
dxp

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

, тодi

1
p!

dpljα(x, u, bα)
dxp

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

=

=
1
p!

dp+1wj
α(x, u, bα)

dxp+1

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

= (p+1)wα,p+1(u, bα).

Отже, достатньо знайти коефiцiєнти Тейлора
wα,p(u, bα). Функцiї wj

α(x, u), α = 1, 2 є розв’язками
задач Кошi (16).

Нехай
rα(x, u, bα) =

sh{λ[û(x)+wj
α(x, u)+(−1)α(x−xj+(−1)α)bα/hj−1+α]} =

=
∞∑

i=0

[(−1)α+1(x− xj+(−1)α)]iRα,i(u, bα).

Тодi пiсля пiдстановки цього ряду в диференцiальне
рiвняння (15) одержимо

wα,i+2(u, bα) =
λRα,i(u, bα)
(i + 1)(i + 2)

.

Позначаючи

pα(x, u, bα) =

= λ[û(x)+wj
α(x, u)+(−1)α(x−xj+(−1)α)bα/hj−1+α] =

=
∞∑

i=0

[(−1)α+1(x− xj+(−1)α)]iPα,i( u, bα),

будемо мати

rα(x, u, bα) = sh{pα(x, u, bα)},

sα(x, u, bα) = ch{pα(x, u, bα)} =

=
∞∑

i=0

[(−1)α+1(x− xj+(−1)α)]iSα,i(u, bα).

Оскiльки r′α = ch{pα}p′α = p′αsα, s′α =
sh{pα}p′α = p′αrα, то застосуємо формули (8.20в) з
[4], тодi одержимо рекурентнi спiввiдношення

Rα,i(u, bα) = 1
i

i−1∑
k=0

(i− k)Sα,k(u, bα)Pα,i−k(u, bα),

Sα,i(u, bα) = 1
i

i−1∑
k=0

(i− k)Rα,k(u, bα)Pα,i−k(u, bα),

i = 1, 2, ...,

Pα,i(u, bα) = λwα,i, i = 2, 3, ..., α = 1, 2,

з початковими умовами

Pα,0(u, bα) = λuj+(−1)α ,

Pα,1(u, bα) = λ[ux̄,j−1+α + (−1)αbα/hj−1+α],

Rα,0(u, bα) = sh(λuj+(−1)α),

Sα,0(u, bα) = ch(λuj+(−1)α).

Для знаходження розв’язку рiзницевої схеми ви-
користаємо iтерацiйний метод Ньютона

∇y
(m̄,n)
x̄x̂ +

∂ϕ(m̄)(x, y(m̄,n−1))
∂u

∇y(m̄,n) =

= −ϕ(m̄)(x, y(m̄,n−1))− y
(m̄,n−1)
x̄x̂ , x ∈ ω̂h,

∇y(m̄,n)(0) = 0, ∇y(m̄,n)(1) = 0, n = 1, 2, ...,

y(m̄,0)(x) = (1− x)µ1 + xµ2, x ∈ ˆ̄ωh,

y(m̄,n) = y(m̄,n−1) +∇y(m̄,n), x ∈ ˆ̄ωh, n = 1, 2, ...
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Обчислимо частинну похiдну

∂ϕ(m̄)(xj , u)
∂u

=

= ~−1
j

2∑
α=1

(−1)α

[
l(m)
α,u (xj , u) + (−1)α w

(m̄)
α,u (xj , u)
hj−1+α

]
,

де

l(m)
α,u (xj , u) =

∂l
(m)j
α (xj , u)

∂u
=

=
m∑

p=2

[(−1)α+1hj−1+α]p

p!
(p + 1)wα,p,u(u, bα),

w
(m̄)

α,u(xj , u) =
∂w

(m̄)j
α (xj , u)

∂u
=

−h2
j−1+α

2
λ2ch(λuj+(−1)α)+

+
m̄∑

p=3

[(−1)α+1hj−1+α]p

p!
wα,p,u(u, bα),

wα,p,u(u, bα) =
∂wα,p(xj , u, bα)

∂u

Оскiльки функцiї wα,u(x, u), α = 1, 2 задовольняють
диференцiальне рiвняння

d2wα,u(x, u)
dx2

= λ2ch[pα(x, u, bα)](1 + wα,u(x, u)),

α = 1, 2,

то для обчислення wα,p,u(u, bα), α = 1, 2 отримаємо
рекурентний алгоритм

wα,i+2,u(u, bα) =
λ2

(i + 1)(i + 2)
×

×
[
Sα,i(u, bα) +

i∑

k=2

wα,k,u(u, bα)Sα,i−k(u, bα)

]
,

i = 2, 3, ...,

wα,2,u(u, bα) = λ2Sα,0(u, bα)
/
2,

wα,3,u(u, bα) = λ2Sα,1(u, bα)
/
6, α = 1, 2

Враховуючи поведiнку розв’язку теста Трьоша
використаємо квазiрiвномiрну сiтку (див. [6, с.79]),
яка згущується бiля правого кiнця iнтервалу [0, 1]:

ω̂h =
{

xj =
exp(jα/N)− 1

exp(α)− 1
, j = 0, 1, ..., N

}
, (17)

де параметр α < 0. Кроки такої сiтки можна обчисли-
ти за формулами h1 = x1, hj+1 = hj exp(α/N), j =
1, 2, ..., N − 1. Зауважимо, що при j → N та вели-
ких |α| (наприклад, α = −26) використання форму-
ли hj = xj −xj−1, j = 1, 2, ..., N призведе до великих
абсолютних похибок заокруглень, тому що xj−1, xj

лежать близько один вiд одного.
Для практичної оцiнки точностi застосуємо пра-

вило Рунге (екстраполяцiю Рiчардсона), тобто, якщо
виконується умова

max





∥∥∥∥∥∥
y
(m̄)
N − y

(m̄)
2N

max
(∣∣∣y(m̄)

2N

∣∣∣ , 1
)

∥∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂h

,

∥∥∥∥∥∥∥∥

dy
(m̄)
N

dx − dy
(m̄)
2N

dx

max
(∣∣∣∣

dy
(m̄)
2N

dx

∣∣∣∣ , 1
)

∥∥∥∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂h




≤ (2m̄ − 1)ε,

то точнiсть ε, з якою необхiдно розв’язати зада-
чу, вважали досягнутою, iнакше потрiбно збiльшу-
вати кiлькiсть точок сiтки N в два рази. Тут y

(m̄)
N –

розв’язок рiзницевої схеми порядку точностi m̄ на
сiтцi {x0, x1, ..., xN}, а y

(m̄)
2N – розв’язок рiзницевої

схеми порядку точностi m̄ на сiтцi {x0, x1, ..., x2N}.
Якщо точнiсть досягнута, то можна уточнити розв’я-
зок y

(m̄)
2N , використовуючи екстраполяцiю Рiчардсона

ŷ
(m̄)
N (xj) = y

(m̄)
N (xj) +

y
(m̄)
N (xj)− y

(m̄)
2N (x2j)

2m̄ − 1
,

j = 1, 2, ..., N − 1.

Iтерацiї в методi Ньютона припинялися, якщо

max





∥∥∥∥∥
y(m̄,n) − y(m̄,n−1)

max
(∣∣y(m̄,n)

∣∣ , 1
)
∥∥∥∥∥

0,∞,ω̂h

,

∥∥∥∥∥∥

dy(m̄,n)

dx − dy(m̄,n−1)

dx

max
(∣∣∣dy(m̄,n)

dx

∣∣∣ , 1
)

∥∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂h




≤ 0.25ε

де n = 1, 2, ..., 10 – номер iтерацiї. Прийнявши
u′(0)=s, одержимо точний розв’язок теста Трьоша
(див., напр., [7, с. 556]) вигляду

u(x, s) =
2
λ

arcsh

(
s · sh(λx, k)
2 · ch(λx, k)

)
, k = 1− s2

4
,

де sn(λx, k), cn(λx, k)–елiптичнi функцiї Якобi, а па-
раметр s визначається з рiвняння

2
λ

arcsh

(
s · sh(λx, k)
2 · ch(λx, k)

)
= 1.

Для λ = 5 параметр s = 0, 457504614063 · 10−1,
а при λ = 10, s = 0,35833778463 · 10−3. Результати
чисельного розв’язування задачi (15) на сiтцi (17) з
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α = −10 рiзницевою схемою 6-го порядку (m = 5)
точностi наведенi в табл.3, де

Error = max





∥∥∥∥∥
y(m̄) − u

max
(∣∣y(m̄)

∣∣ , 1
)
∥∥∥∥∥

0,∞,ω̂h

,

∥∥∥∥∥∥

dy(m̄)

dx − du
dx

max
(∣∣∣dy(m̄)

dx

∣∣∣ , 1
)

∥∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂h





.

Проводився також розрахунок для λ вiд 10 до 62 з
кроком ∆λ = 1, причому результат розрахунку одно-
го варiанта брали за початкове наближення для на-
ступного. Параметр сiтки α вибирали α = −26. Тодi
обчислений точний розв’язок на сiтцi (17) i значен-
ня параметра s = 0.2577072228793720338185 · 10 - 25

задовольняє умову |u(1, s)− 1| < 0, 17 · 10−10. Для
λ = 61 результати наведенi в табл.4.

Таблиця 3

Похибка при m = 5, λ ≤ 10

λ ε N Error
5 10−2 32 0, 591·10−4

5 10−4 32 0, 739·10−5

5 10−6 64 0, 347·10−7

10 10−2 32 0, 489·10−2

10 10−4 64 0, 356·10−6

10 10−6 128 0, 955·10−9

Таблиця 4

Похибка при m = 5, λ = 61

λ ε N Error
61 10−2 81920 0, 219 · 10−2

61 10−4 131072 0, 232 · 10−4

61 10−6 327680 0, 269 · 10−7
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ОДИН ПОДХОД К РЕАЛИЗАЦИИ ТРЕХТОЧЕЧНЫХ
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ
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bЖешовская политехника
ул. Повстанцев Варшавы 8, 35-959, Жешов, Польша

В статье предложен новый подход к реализации трехточечных разностных схем, осно-
ванный на использовании одношагового метода рядов Тейлора для численного решения
вспомогательных задач Коши и построению рекуррентных алгоритмов для вычисления
производных.
Ключевые слова: нелинейная краевая задача, трехточечная разностная схема, рекур-
рентный алгоритм, итерационный метод последовательных приближений.
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ONE APPROACH TO THREE-POINT DIFFERENCE SCHEMES
OF HIGH-ORDER ACCURACY
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This article proposes a new approach to the implementation of three-point difference schemes
based on a one-use method of Taylor series for the numerical solution of auxiliary Cauchy
problems and build recurrent algorithms for calculating derivatives.
Keywords: nonlinear boundary value problem, three-point difference scheme, recurrent algorithm,
iterative method of successive approximations.

2000 MSC: 65L10; 65L12
УДК: 519.6

Applied Mathematics and mechanics 163

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


