
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
Вип.687 № 687, (2010) c. 148–155

JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY
“LVIVSKA POLITECHNIKA”

“Physical & mathematical sciences”
Vol.687 No 687, (2010) 148–155

ПОБУДОВА ПОКРАЩЕНОЇ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI ПОВЕДIНКИ
НАТОВПУ, ЩО ПАНIКУЄ, ПIД ЧАС ВТЕЧI З ПРИМIЩЕННЯ

Я. Андрусик a, П. Чернякa, А. Андрусикb

aНацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”
вул. С. Бандери 12, 79013, Львiв, Україна

bIнститут фiзики конденсованих систем НАН України
вул. Свєнцiцького, 1, 79011, Львiв, Україна

(Отримано 7 жовтня 2010 р.)
Побудована покращена математична модель поведiнки натовпу, що панiкує, на основi

методiв фiзики складних систем. Сформульована модель дозволить розробити рекоменда-
цiї органiзаторам масових заходiв та архiтекторам i будiвельникам пiд час проектування
та будiвництва громадських будiвель та споруд.
Ключовi слова: складнi системи, натовп, що панiкує, модель поведiнки.

2000 MSC: 91F99
УДК: 519.711.8

I. Актуальнiсть дослiджень

Часто, в мiсцях скупчення великої кiлькостi лю-
дей, через тi чи iншi причини їхня поведiнка перетво-
рюється в некерований процес, який за своїм станом
називають панiкою. Тому колектив людей, охопле-
них панiкою, по своїй сутi перестає бути колективом,
втрачає його ознаки, стає натовпом, поведiнка якого
ґрунтується на почуттi страху та iнстинктi самозбе-
реження. У мирний час панiка може виникати пiд
час масових заходiв (свята, похорони, музичнi подiї,
спортивнi заходи), в результатi розгону демонстрацiй
та мiтингiв, релiгiйного паломництва, у разi виник-
нення пожежi в переповнених примiщеннях тощо.

Пiд час руху натовпу в станi панiки виникає ти-
снява. На деяких дiлянках рухомого потоку може
виникати великий тиск, який здатний призвести до
смертельних наслiдкiв або до важких травм. Трав-
мувальним фактором для учасникiв панiки можуть
виступати також рiзноманiтнi перешкоди, що зава-
жають вiльному перемiщенню людей.

З iсторiї вiдомо багато прикладiв того, до яких
людських трагедiй може призвести панiка натовпу.
Так, наприклад, одна з найвiдомiших тисняв, яка вiд-
значена в лiтописi, вiдбулась в 1887р., коли у Вели-
кобританiї вiдзначалось 50-рiччя вступу на трон ко-
ролеви Вiкторiї. Тодi загинуло близько 4000 людей.
За аналогiчних обставин пiд час народних гулянь у
Москвi (1896р.) в днi коронацiї Миколи II загинуло
1389 людей i близько 1300 було покалiчено.

Велика кiлькiсть загиблих була зафiксована у
1990р. в м. Мекка (Саудiвська Аравiя) пiд час ха-
джу — 1425 людей. Напевно у багатьох збереглась в
пам’ятi тиснява на станцiї метро в Мiнську (Бiлору-
сiя, 1999р.) коли загинуло 53 особи, або "армагедон"в
кiнотеатрi м. Червоноград, Львiвської областi.

На превеликий жаль, в ЗМI i надалi продовжу-

ють надходити повiдомлення про загибель та калi-
цтва людей, отриманi в тиснявi пiд час панiки, що
не змогло залишитися поза увагою дослiдникiв з рi-
зних галузей знань (психологiв, соцiологiв, матема-
тикiв, фiзикiв, механiкiв). Вони пробують математи-
чно описати людську панiчну масу, щоб виробити ре-
комендацiї, якi дадуть змогу запобiгти трагедiям або
зменшать кiлькiсть жертв.

Оскiльки вiдомi моделi поведiнки натовпу, який
панiкує, ще далекi вiд своєї досконалостi, тому пошу-
ки способiв їх вдосконалення є актуальною задачею.

II. Аналiз останнiх дослiджень
та публiкацiй

Вiдомо багато рiзних пiдходiв у побудовi моделей
поведiнки скупчення людей. Так, у роботi [1] сформу-
льована i дослiджується математична модель коле-
ктивної поведiнки у людському суспiльствi. Але ре-
зультати цiєї роботи бiльше пiдходять для прогно-
зування вiдносин у колективi або ж психологiчного
впливу на людськi iндивiдууми.

У деяких випадках, для дослiдження напрямле-
ного потоку сильного скупчення людей, використо-
вують математичнi моделi, побудованi на основi ме-
ханiки суспiльного середовища (газодинамiки, гiдро-
динамiки) [2, 3]. Проте вони бiльше придатнi для опи-
су людських потокiв великої густини. В iдеальному
випадку до рiвнянь таких моделей повиннi прямува-
ти рiвняння руху людських потокiв, побудованi на
основi методiв фiзики складних систем [4, 5].

III. Формування мети дослiджень

Автори статтi здiйснили спробу провести своє до-
слiдження поведiнки натовпу, який панiкує i намага-
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ється покинути примiщення, використовуючи зако-
ни механiки для систем, що складаються з великої
кiлькостi об’єктiв. За основу дослiдження було взято
пiдхiд, висвiтлений в роботах [4, 5]. Для поставленої
задачi вдалося адекватнiше спрогнозувати поведiнку
натовпу в станi панiки, нiж це було отримано в робо-
тах [4, 5, 6, 7]. Також було знайдено деякi особливостi
у побудовi алгоритмiв числового розрахунку, якi не
мiстяться в цих публiкацiях. Тому автори статтi пра-
гнуть детально показати побудову та обґрунтування
визначальних рiвнянь, щоб у майбутньому у кори-
стувачiв такою моделлю були готовi аналiтичнi спiв-
вiдношення для проведення вiдповiдних дослiджень.

IV. Постановка задачi та викладення
основного матерiалу

Розглянемо прямокутне примiщення розмiрами
L = 25м, h = 10м. Дверi шириною b розташованi так,
як показано на рис. 1. Вiдповiдно введемо для цього
примiщення осi координат XOY. До початку панiки
в залi перебуває N людей, швидкостi яких прийме-
мо такими, що дорiвнюють нулю. Розмiщення всiх
людей при t = 0 i коли N = 88 показано на рис. 1
кружками.

Mi(xi,yi)

Mi

y

x0

h

L

h/2

b
Рис. 1. Початкове розташування людей у примiщеннi

Кожен з цих кружкiв зображає людину з певним
номером та координатами, що вiдповiдають коорди-
натам центра кружка. Згiдно з [4, 5, 6, 7] в цiй моделi
людей замiняємо вертикальними суцiльними однорi-
дними цилiндрами дiаметром d = 0.6м. У момент
виникнення панiки (раптово загорiлося електрообла-
днання) всi люди кидаються до виходу. Охоплений
панiкою натовп втрачає ознаки цивiлiзованого коле-
ктиву i тому його поведiнку в такому станi можна
описати законами механiки.

Припустимо, що всi люди мають однакову масу
m = 80 кг. Виберемо людину пiд номером ‘i’, для якої
запишемо основне рiвняння динамiки у виглядi

m∆~V [i]
∆t = ~Fzm[i] + ~Fr[i] + ~Fvdst[i] + ~Fpr[i]+

+~Fprst[i] + ~Ftr[i] + ~Ftrr[i] + ~Fop[i]
(1)

Очевидно кiлькiсть таких рiвнянь вiдповiдає
кiлькостi учасникiв панiки. Проаналiзуємо записану
систему рiвнянь (1).

У цiй системi:
∆~V [i] — змiна швидкостi i-ї людини за промiжок

часу ∆t в результатi дiї сил, що перебувають у правiй
частинi рiвнянь;

~Fzm[i] — це тяглова сила (рушiйна сила), тобто
сила, яка виникає вiд взаємодiї i-ї людини з поверх-
нею землi. Вона прямує до виходу в бiк найближчих
дверей. Згiдно з рекомендацiями [4] запишемо її у
виглядi такого спiввiдношення:

~Fzm[i] = m
~V0[i]− ~V [i]

τ
, (2)

тут ~V [i] — швидкiсть i-ї людини, ~V0[i] — бажана
швидкiсть для людини, з якою вона прагне вибра-
тися з примiщення. Ця швидкiсть може слугувати
мiрою панiки в натовпi. Вона завжди спрямована до
дверей. Приймемо, що модуль цiєї швидкостi для всiх
людей однаковий:

∣∣∣~V0[i]
∣∣∣ = u0, (i = 1, N).

τ — коефiцiєнт пропорцiйностi, що має розмiр-
нiсть часу. Його величину можна оцiнити з таких
мiркувань. Оскiльки максимальне значення рушiйної
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сили не може перевищувати максимальної величи-
ни, сили тертя ковзання людини по опорнiй поверхнi,
тобто ~Fzm[i]max ≤ FT max = f ·mg, де f — коефiцiєнт
тертя ковзання, тому з рiвняння iмпульсiв за час τ∗

отримаємо
τ∗ =

u0

gf
.

Якщо врахувати, що коефiцiєнт тертя мiж шкi-
рою i деревом або гумою i деревом f ≈ 0.55 [8], то
при u0 = 1.5 маємо τ∗ ≈ 0.28. Оскiльки реально си-
ла тертя не досягає максимального значення, тому
приймемо τ = 0.45 с.

Для числового розв’язування системи рiвнянь (1)
необхiдно записати їх в проекцiях на осi координат,
тому рiвняння (2) в проекцiях набуває вигляду:

Fzmx[i] = m
u0x[i]− Vx[i]

τ
, Fzmy[i] = m

u0y[i]− Vy[i]
τ

.

(3)
Пояснимо другий доданок правої частини рiв-

нянь (1). Досвiд показує, що в умовах панiки людина
намагається не наближатися впритул одна до одної,
до стiнок та iнших перешкод. Це небажання еквiва-
лентне появi своєрiдної “психологiчної сили вiдштов-
хування”. Слiдуючи [4], покажемо цю силу та вираз
для її обчислення, коли вона дiє на i-ту людину з
боку j-ї людини (рис. 2).

r[i]

r[i,j]

r[j]

F[i,j]

i

j

O

Рис. 2. “Психологiчна сила вiдштовхування”, що виникає
мiж двома людьми

Для її пiдрахунку запишемо радiус-вектор мiж i-
ю ти j-ю людинами (рис. 2):

~r[i, j] = ~r[i]− ~r[j]. (4)

Очевидно, що ~F [i, j] напрямлена вздовж ~r[i, j].
Згiдно з [4], для ~F [i, j] маємо:

~F [i, j] = A
~r[i, j]
r[i, j]

e−
|~r[i]−~r[j]|−d

B , (5)

де A та B постiйнi величини; r[i, j] — модуль векто-
ра ~r[i, j], який через координати взаємодiючих людей
визначається так:

r[i, j]= |~r[i]−~r[j]|=
√

(x[i]−x[j])2+(y[i]−y[j])2 (6)

Отже, сила вiдштовхування ~F [i, j] в проекцiях на
осi координат запишеться у виглядi:

Fx[i, j] = Ax[i]−x[j]
r[i,j] e−

r[i,j]−d
B ,

Fy[i, j] = Ay[i]−y[j]
r[i,j] e−

r[i,j]−d
B .

(7)

Маючи вирази для знаходження сил “психологi-
чного вiдштовхування” (5) або (7), знайдемо рiвно-
дiйну цих сил, що дiють на i-ту людину з боку всiх
iнших. Отримаємо:

~Fr[i] =
N∗∑

j=1(i 6=j)

~F [i, j], (8)

або в проекцiях на осi координат:

Frx[i] =
N∗∑

j=1(i6=j)

Fx[i, j], Fry[i] =
N∗∑

j=1(i 6=j)

Fy[i, j], (9)

де N∗ — кiлькiсть людей, якi вносять свiй психологi-
чний вплив у виглядi сили (5) на i-ту людину.

У цьому мiсцi полягає одна з вiдмiнностей у пiдхо-
дi авторiв цiєї статтi i iнших моделей, якi базуються
на [4, 5]. Враховується, що дiя сили (5) проявляється
з боку тих людей, якi потрапили в поле зору i-ї люди-
ни. Тому зважаючи на можливiсть поглядати по сто-
ронах, в поле зору i-ї людини попадають тi втiкачi,
якi лежать по один бiк вiд прямої, що проходить че-
рез центр i-ї людини перпендикулярно до лiнiї, про-
веденої через середину вихiдних дверей i середину
цiєї людини (див. рис. 1). Математично цю умову за-
пишемо так:

якщо
{

y[i] <
h

2
i y[j]− y[i] ≥ L− x[i]

y[i]− h/2
(x[j]− x[i])

}

або
{

y[i] >
h

2
i y[j]− y[i] ≤ L− x[i]

y[i]− h/2
(x[j]− x[i])

}

(10)

або
{

y[i] =
h

2
i x[j] ≥ x[i]

}
.

Таке доповнення разом з iншими, дозволило
врештi-решт пiдiбрати такi коефiцiєнти: A = 400Н,
B = 0.085м. Їх величини, на думку авторiв статтi, є
виправданiшi, нiж тi, що запропонованi в [4]. Бiль-
шу реальнiсть прийнятих значень сталих можна об-
ґрунтувати з таких мiркувань: згiдно з формулою (5)
“психологiчна сила” вiдштовхування в момент доти-
ку людей дорiвнює 400Н i при взаємному вiддаленнi
на кожнi 8.5 см зменшується в e разiв. Водночас в рiв-
няннi (1), вона є реально дiючою силою тертя опорної
поверхнi. Тому для коефiцiєнта тертя f ≈ 0.55 i лю-
дини масою m = 80 кг не може перевищувати 430Н,
що в цiй моделi виконується. Очевидно прийняте зна-
чення = 2000Н в [4] та iнших моделях, що ґрунтую-
ться на такому пiдходi, є явно завищене.

Розглянемо змiст наступного (третього) доданка в
рiвняннях (1). Цей доданок позначається як ~Fvdst[i] i
характеризує “психологiчну силу” вiдштовхування i-ї
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людини вiд найближчої дiлянки стiни або перешко-
ди напрямленої перпендикулярно до вiдповiдних по-
верхонь. Очевидно ця сила має вигляд, аналогiчний
до (5), але залежно вiд координат i-ї людини визна-
чається на основi вiдповiдних спiввiдношень.

Так для поставленої задачi (рис. 1), для рiзних
частин залу запишемо силу ~Fvdst[i] в проекцiях на
координатнi осi:

якщо
{

x[i] ≤ L− h

2
i y[i] ≤ h

2

}

тодi Fyvdst[i] = Ae−
y[i]−d/2

B

якщо
{

x[i] ≤ L− h

2
i y[i] >

h

2

}

тодi Fyvdst[i] = −Ae−
(h−y[i])−d/2

B

(11)

У разi, коли виникає сила вiдштовхування вiд ку-
тiв дверей, знайдемо вiдстанi вiд них до людини, яка
попадає в область примiщення коли (див. рис. 1):

h− b

2
≤ y[i] ≤ h + b

2
i L− h/2 < x[i] ≤ L. (12)

Для кожного з найближчих кутiв маємо:

d1[i] =
√

(L− x[i])2 +
(

h−b
2 − y[i]

)2
,

d2[i] =
√

(L− x[i])2 +
(

h+b
2 − y[i]

)2
.

(13)

Вiдповiдно, для рiзних випадкiв положення лю-
дей бiля дверей, проекцiї сили ~Fvdst[i] на осi коорди-
нат запишуться так:

якщо
{

h− b

2
≤ y[i] ≤ h

2
i L− h/2 < x[i] ≤ L

}

тодi Fxvdst[i] = x[i]−L
d1[i]

Ae−
d1[i]−d/2

B ,

Fyvdst[i] =
y[i]− h/2 + b/2

d1[i]
Ae−

d1[i]−d/2
B ;

якщо
{

h

2
≤ y[i] ≤ h + b

2
i L− h/2 < x[i] ≤ L

}

тодi Fxvdst[i] =
x[i]− L

d2[i]
Ae−

d2[i]−d/2
B ,

Fyvdst[i] = y[i]−h/2−b/2
d2[i]

Ae−
d2[i]−d/2

B .

(14)

Аналогiчно для тих частин залу, якi не були

включенi ранiше, маємо:

якщо
{

y[i] <
h− b

2

i L− h/2 < x[i] < L i y[i] ≤ L− x[i]

тодi Fyvdst[i] = Ae−
y[i]−d/2

B ,

якщо
{

y[i] <
h− b

2

i L− h/2 < x[i] ≤ L i y[i] > L− x[i]

тодi Fxvdst[i] = −Ae−
(L−x[i])−d/2

B ,

якщо
{

y[i] >
h + b

2

i L− h/2 < x[i] < L i L− x[i] ≥ h− y[i]

тодi Fyvdst[i] = −Ae−
(h−y[i])−d/2

B ,

якщо
{

y[i] >
h + b

2

i L− h/2 < x[i] < L i L− x[i] < h− y[i]

тодi Fxvdst[i] = −Ae−
(L−x[i])−d/2

B .

(15)

Пiд час панiки, в результатi виникнення тисняви,
виникають безпосереднi зiткнення людей мiж собою,
з перешкодами, стiнками, дверною коробкою. Тому
виникають вiдповiднi сили пружної взаємодiї та тер-
тя. Оскiльки люди змодельованi у виглядi вертикаль-
них круглих цилiндрiв дiаметром d, тому механiчний
їх контакт вiдбувається тодi, коли вiдстанi мiж ося-
ми стають меншими за d. Для проведення числового
розрахунку, математично цю умову запишемо так:

якщо d− r[i, j] ≥ 0 тодi Θ = 1;
якщо d− r[i, j] < 0 тодi Θ = 0.
Сили пружної взаємодiї подамо у виглядi, анало-

гiчному до закону Гука. Тому така сила, що дiє на
i-ту людину з боку j-ї людини в проекцiях на осi ко-
ординат, має такий вигляд:

Fxpr[i, j] = k
x[i]− x[j]

r[i, j]
(d− r[i, j])Θ,

Fypr[i, j] = k
y[i]− y[j]

r[i, j]
(d− r[i, j])Θ,

(16)

де k — коефiцiєнт, пропорцiйний жорсткостi лю-
дини в поперечному напрямку. У цiй моделi k =
50000Н/м, на вiдмiну вiд k = 120000Н/м, який ви-
користовувався у моделях, що ґрунтуються на робо-
тi [4].

Якщо знайти векторну суму всiх сил пружної вза-
ємодiї, що дiють на i-ту людину з боку всiх решти
людей, котрi з нею контактують, то отримаємо рiв-
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нодiйну цих сил ~Fpr[i]. Або в проекцiях на осi коор-
динат запишемо:

Fxpr[i] =
N∗∗∑

j=1

Fxpr[i, j],

Fypr[i] =
N∗∗∑

j=1

Fypr[i, j],

(17)

де N∗∗ — кiлькiсть людей, якi зiштовхнулися з i-ю
людиною. Аналогiчно до формул (16) визначається
сила пружної взаємодiї i-ї людини ~Fprst[i] зi стiнка-
ми або кутами вихiдних дверей. Для рiзних дiлянок
зiткнення в проекцiях на осi координат маємо:

якщо d/2− y[i] > 0 тодi Fyprst[i] = k(d/2− y[i]),
якщо d/2+y[i]−h>0 тодi Fyprst[i]=−k(d/2+y[i]−h),

якщо
{

d/2+x[i]−L>0 i y[i]<
h−b

2

}
або y[i]>

h+b

2
тодi Fxprst[i] = −k(d/2 + x[i]− L),
якщо d/2− d1[i] > 0

тодi Fxprst[i] = k(d/2− d1[i])
x[i]− L

d1[i]
,

Fyprst[i] = k(d/2− d1[i])
y[i]− (h− b)/2

d1[i]
,

якщо d/2− d2[i] > 0

тодi Fxprst[i] = k(d/2− d2[i])
x[i]− L

d2[i]
,

Fyprst[i] = k(d/2− d2[i])
y[i]− (h + b)/2

d2[i]
.

(18)

Визначимо силу тертя, яка дiє на i-ту людину пiд
час її ковзання по j-й людинi або перешкодi чи стiнi.
Ця сила залежить вiд величини деформацiї ∆ у разi
зiткнення та вiдносної швидкостi ковзання ~Vrτ [i]. Си-
ла тертя у разi зiткнення спрямована в протилежний
бiк вектора ~Vrτ [i] i визначається за формулою

~Ftr [i] = −µ~Vrτ [i]∆, (19)

де µ — коефiцiєнт тертя. Для цiєї моделi µ =
55000 кг

м·с .
Використовуючи (19), визначимо силу тертя пiд

час зiткнення i-ї людини з рiзними “чужими” поверх-
нями. Найпростiший випадок, коли ковзання люди-
ни вiдбувається по плоскiй стiнцi. У цьому випадку
~Vrτ [i] виступає як складова вектора швидкостi люди-
ни вздовж стiнки, а ∆ — визначається так як i у разi
пружної взаємодiї з стiнкою (18). Тому проекцiї сили
~Ftr[i] на осi координат визначають за формулами:

якщо d/2− y[i] ≥ 0 тодi Fxtr[i] = µ(y[i]− d/2)Vx[i],
якщо d/2+y[i]−h≥0 тодi Fxtr[i]=µ(h−y[i]−d/2)Vx[i],

якщо
{

y[i]≥h+b

2
або y[i]≤h−b

2

}
i d/2+x[i]−L≥0

тодi Fytr[i] = µ(L− d/2− x[i])Vy[i].
(20)

Для визначення сили тертя ковзання пiд час зi-
ткнення людини з боковою частиною дверного отво-
ру, необхiдно визначити одиничний вектор ~τ осi про-
веденої в площинi контакту людини та кута дверей.
Пiд час ковзання людини по куту з координатами
x1 = L та y1 = h−b

2 для ~τ1 маємо:

~τ1 =
y[i]− h/2 + b/2

d1[i]
~i +

L− x[i]
d1[i]

~j (21)

де ~i, ~j — одиничнi вектори осей x, y.
Тому проекцiя швидкостi ковзання ~Vrτ [i] i-ї лю-

дини на вiсь τ1 визначатиметься так:

Vτ1 [i] = ~V [i] · ~τ1 =
y[i]− h/2 + b/2

d1[i]
Vx[i] +

L− x[i]
d1[i]

Vy[j]

(22)

Аналогiчно визначається Vτ2 [i] для кута дверей з ко-
ординатами x2 = L та y2 = h+b

2 . Опускаючи промiжнi
перетворення, отримаємо:

Vτ2 [i] =
(h + b)/2− y[i]

d2[i]
Vx[i] +

x[i]− L

d2[i]
Vy[i] (23)

На основi (19), (21), (22), (23) запишемо спiввiд-
ношення для визначення проекцiй сили тертя у разi
контакту взаємодiї i-ї людини з боковою частиною
дверного отвору:

якщо
{

h/2 ≥ y[i] >
h− b

2
i d/2− d1[i] ≥ 0

}

тодi Fxtr[i] = −µ(d/2− d1[i])
y[i] + (b− h)/2

d1[i]
Vτ1 [i],

Fytr[i] = −µ(d/2− d1[i])
L− x[i]

d1[i]
Vτ1 [i];

якщо
{

h/2 < y[i] <
h + b

2
i d/2− d2[i] ≥ 0

}

тодi Fxtr[i] = −µ(d/2− d2[i])
(b + h)/2− y[i]

d2[i]
Vτ2 [i],

Fytr[i] = −µ(d/2− d2[i])
x[i]− L

d2[i]
Vτ2 [i].

(24)

Для визначення головного вектора сил тертя
~Ftrr[i], що дiють на i-ту людину з боку всiх людей,
котрi з нею контактують, необхiдно спочатку знайти
вiдносну швидкiсть i-ї людини по вiдношенню до j-ї
людини. Очевидно, що це запишемо так:

~Vr[i, j] = ~V [i]− ~V [j]
або ~Vr[i, j]=(Vx[i]−Vy[j])~i+(Vy[i]−Vy[j])~j.

(25)

Оскiльки взаємне проковзування людей вiдбуває-
ться в площинi їх контакту, то необхiдно знайти оди-
ничний вектор ~τ [i, j], який лежить в цiй площинi.
Очевидно вiн буде перпендикулярний вектору ~r[i, j].
Враховуючи цю умову, отримаємо

~τ [i, j] =
y[j]− y[i]

r[i, j]
~i +

x[i]− x[j]
r[i, j]

~j. (26)
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Побудова покращеної математичної моделi поведiнки натовпу, що панiкує, пiд час втечi з примiщення

Враховуючи (26), можемо знайти проекцiю швидко-
стi (25) на одиничний вектор ~τ [i, j]:

Vrt[i, j] =
x[i]− x[j]

r[i, j]
(Vy[i])− Vy[j])+

+
y[j]− y[i]

r[i, j]
(Vx[i])− Vx[j])

(27)

Отже, складову вектора вiдносної швидкостi (25),
яка лежить в площинi дiї сили тертя контактуючих
людей, знаходимо так:

~Vrt[i, j] =
y[j]− y[i]

r[i, j]
Vrt[i, j] ·~i +

x[i]− x[j]
r[i, j]

Vrt[i, j] ·~j
(28)

Враховуючи (28), на пiдставi (19) отримуємо про-
екцiї сили тертя на координатнi осi, коли i-та лю-
дина ковзає по j-й людинi (ефект "протискування"в
натовпi):

Fxtr[i, j] = −µ(d− r[i, j])
y[j]− y[i]

r[i, j]
Vrt[i, j]Θ,

Fytr[i, j] = −µ(d− r[i, j])
x[i]− x[j]

r[i, j]
Vrt[i, j]Θ.

(29)

Рiвняння (29) дозволяють знайти проекцiї на осi
координат головного вектора сил тертя Ftrr[i] для i-ї
людини:

Fxtrr[i] =
N∗∗∑

j=1

Fxtr[i, j], Fytrr[i] =
N∗∗∑

j=1

Fytr[i, j]. (30)

Якщо i-та людина одночасно зiштовхується з де-
кiлькома людьми, то для неї потрiбно пiдрахувати
арифметичну суму радiально напрямлених сил фiзи-
чної взаємодiї. Зрозумiло, що, якщо людина отримає
сумарну силу тиску, бiльшу за якесь граничне зна-
чення, то вона може бути важко травмованою, втра-
тити свiдомiсть i можливiсть самостiйно перемiща-
тися. Така людина стає додатковою перешкодою для
iнших. У цiй моделi сумарна сила стиску для i-ї лю-
дини знаходиться за формулою:

Pst[i]= |Fxprst[i]|+ |Fyprst[i]|+
√

(Fxpr[i])
2+(Fypr[i])

2

(31)
Граничне значення цiєї сили приймають таким,

що дорiвнює W = 2500Н.
У випадку, коли Pst[i] ≥ W людина стає жертвою

панiки, тобто втрачає здатнiсть самостiйно рухатись
i тому для неї u0 = 0 та ~Fzm[i] = ~Fr[i] = ~Fvdst[i] = 0.
Вона може отримувати фiзичний вплив пiд дiєю сил
~Fpr[i], ~Fprst[i], ~Ftr[i], ~Ftrr[i], якi можуть її виштовхну-
ти з примiщення або вiдтiснити вiд дверей. Пiд час
такого руху в моделi передбачено, що на цю людину
дiє сила опору ~Fop[i], яка залежить вiд її швидкостi i
в проекцiях на осi координат визначається формула-
ми:

Fopx[i] = −300Vx[i], Fopy[i] = −300Vy[i] (32)

Використовуючи формули з визначення всiх сил,
що дiють на людей у натовпi, запишемо рiвняння (1)
в проекцiях на осi координат:

m
∆Vx[i]

∆t
= Fzmx[i] + Frx[i] + Fxvdst[i]+

+ Fxpr[i] + Fxprst[i] + Fxtr[i] + Fxtrr[i] + Fopx[i]

m
∆Vy[i]

∆t
= Fzmy[i] + Fry[i] + Fyvdst[i]+

+ Fypr[i] + Fyprst[i] + Fytr[i] + Fytrr[i] + Fopy[i]

(33)

Закон руху панiчного натовпу отримуємо число-
вим розв’язком системи рiвнянь (33). Для цього ви-
користовується кiнцево-рiзницева схема Ейлера:

Vx[i] := Vx[i] + ∆Vx[i],
Vy[i] := Vy[i] + ∆Vy[i],
X[i] := X[i] + Vx[i]∆t,

Y [i] := Y [i] + Vy[i]∆t,

(34)

де лiворуч всi величини беруть у момент часу t+∆t,
а праворуч у момент часу t.

V. Аналiз отриманих результатiв

Результати моделювання поведiнки панiчного на-
товпу були перетворенi в анiмацiйну картину його
руху. Для забезпечення плавностi перемiщення об’є-
ктiв на екранi була вибрана частота кадрiв 25 кадр/с,
тобто часовий iнтервал мiж кадрами становив
∆T = 0.04 с. Дослiдження проводились для рiзних
значень мiри панiки швидкостi u0 i ширини вихiдних
дверей b. Розподiл людей у примiщеннi в початковий
момент часу показано на рис. 1. Деякi фрагменти
стану натовпу для рiзних моментiв часу показано на
рис. 3, 4, 5.

Рис. 3. Результат моделювання розподiлу людей в при-
мiщеннi через 16 с пiсля початку панiки (u0 = 1.5м/с,
b = 1.3м)

Рис. 4. Розподiл людей в примiщеннi через 25 с пiсля по-
чатку панiки (u0 = 1.5м/с, b = 1.5м)
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Рис. 5. Розподiл людей в примiщеннi через 6 с пiсля по-
чатку панiки (u0 = 1.7м/с, b = 1.5м)

Потемнiння дискiв змiнюється залежно вiд вели-
чини сумарної сили стиску Pst[i] пiд час зiткнень.
Людей, якi в результатi панiки важко трамвайнi або
стали жертвами, зображено чорними кружками.

Як показали дослiдження при u0 = 1.7м/с та
b = 1.5м перша людина покидає примiщення за
t1 = 1.88 с, остання через T = 50 с пiсля початку па-
нiки, а двi людини важко травмованi. У разi, коли
u0 = 1.5м/с та b = 1.3м — t1 = 1.92 с, T = 56 с, троє
загиблих. При u0 = 1.7м/с та b = 1.5м — t1 = 1.72 с,
T = 56 с, 4 жертви. Вiдповiдно, коли u0 = 1.7м/с та
b = 1.7м — t1 = 1.72 с, T = 33 с i двi людини травмо-
вано.

Як видно з цих даних та рис. 3, 4, 5, запропоно-
вана математична модель дозволяє адекватно про-
гнозувати поведiнку натовпу, що панiкує. Результати
моделювання є фiзично достовiрнiшими, нiж тi, якi
отримуються в iнших дослiдженнях, що ґрунтуються
на основi [4]. Нашi обчислення показали, що перша

людина, яка перебуває бiля вихiдних дверей на вiд-
станi близько двох метрiв, залишає примiщення за
час t1 ≈ 1.9 с. Проте в роботах iнших авторiв було
одержано iнший результат: t1 ≈ 4 с, що, очевидно, не
вiдповiдає дiйсностi. У межах нашої моделi, натовп
покидає примiщення за час, набагато менший, нiж
в iнших моделях. При цьому у жодному випадку не
було зафiксовано повного блокування бiля виходу.

У роботi автори поставили завдання сформулю-
вати адекватнiшу модель втечi натовпу з примiщен-
ня i намiтити способи її вдосконалення. Розробка ре-
комендацiй для архiтекторiв i будiвельникiв пiд час
проектування та будiвництва примiщень масового пе-
ребування людей, буде предметом подальших дослi-
джень.

Висновки

1. Побудована покращена математична модель
поведiнки натовпу, що панiкує, яка адекватно описує
його стан пiд час втечi з примiщення.

2. Отримано фiзично достовiрнiшi параметри мо-
делi.

3. Встановлено, що в мiсцi звуження людського
потоку (потоку натовпу, який панiкує), вiдсутнє яв-
не збiльшення його швидкостi.

4. Сформульована модель дозволить розробити
рекомендацiї органiзаторам масових заходiв та архi-
текторам i будiвельникам пiд час проектування та
будiвництва громадських будiвель та споруд.
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Побудова покращеної математичної моделi поведiнки натовпу, що панiкує, пiд час втечi з примiщення

ПОСТРОЕНИЕ УЛУЧШЕННОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
ПОВЕДЕНИЯ ПАНИКУЮЩЕЙ ТОЛПЫ
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Была построена улучшенная математическая модель поведения паникующей толпы на
основе методов физики сложных систем. Сформулированная модель дает возможность
разработать рекомендации организаторам массовых мероприятий, а также архитекторам
и строителям при проектировании и строительстве общественных строений.
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We constructed an improved mathematical model of panicking crowds behavior on the basis
of the methods of complex systems. This model allowed us to develop recommendations for the
organizers of public events, as well as architects and builders to design and construct public
buildings.
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