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I. Вступ

Побудовi та дослiдженню iнтерполяцiйних полi-
номiв в абстрактних лiнiйних просторах присвяче-
но ряд робiт [1]–[12], серед яких операторнi iнтер-
поляцiйнi формули типу Ньютона займають помi-
тне мiсце. Тут варто вiдзначити таких авторiв, як
С.Ю. Ульм, В.В. Полль, П.I. Соболевський,
Л.О. Янович [1]–[4]. У подальшому цими пи-
таннями займалися P. Kergin [14], а за ним
C.A. Micchelli, P. Milman, M. Andersson, M. Passare,
L. Filipsson [10]–[13] та iншi дослiдники, так званої,
"Kergin interpolation". З точки зору прiоритету, то
тут необхiдно вiдзначити, що iнтерполянт Кергiна з
точнiстю до замiни змiнних iнтегрування фiгурував
ще у статтi С.Ю. Ульма, В.В. Полля [1] у 1969 р. У
той час як робота P. Kergin [14] з’явилась тiльки у
1980 р.

Автори робiт [6], [9], [16] запропонували свiй пiд-
хiд щодо побудови iнтерполянтiв типу Ньютона у
класi функцiональних полiномiв вигляду (II.6), якi
вiдрiзняються вiд вiдповiдних iнтерполяцiйних по-
лiномiв, наведених у цитованих попереднiх роботах
тим, що мають водночас двi властивостi: першу –
iнтерполяцiйнi вузли є континуальними, тобто зале-
жать вiд неперервних параметрiв, i другу – iнварiан-
тнiсть iнтерполяцiйних формул щодо полiномiв вiд-
повiдного степеня, тобто має властивiсть збережен-
ня полiнома. Перша властивiсть забезпечується зав-
дяки знайденому правилу пiдстановки [9], виконан-
ня якого для цього функцiонала є достатньою умо-
вою континуальностi iнтерполяцiйних вузлiв з класу
Q[0, 1] – простору кусково-неперервних на вiдрiзку
[0, 1] функцiй зi скiнченною кiлькiстю точок розриву
першого роду.

Вiдзначимо у цьому зв’язку ще раз роботи [1]–[4],
[10]–[13], де для побудови операторних iнтерполян-
тiв використовується континуальна iнформацiя, за
якою будуються вiдповiднi iнтеграли в iнтерполяцiй-

них формулах, але вiдсутня континуальнiсть iнтер-
поляцiйних вузлiв, що само по собi є неприродним,
хоча iнтерполянти зберiгають полiноми вiдповiдного
степеня.

У роботi пропонується i обґрунтовується констру-
кцiя функцiональних полiномiв типу Ньютона, якi не
вимагають виконання правила пiдстановки, i до того
ж двi вищезазначенi властивостi iнтерполянтiв зберi-
гатимуться, що досягається за рахунок розширення
класу полiномiв (II.6), у якому шукають iнтерполянт.
Про можливiсть такої конструкцiї для випадку полi-
нома другого степеня було зазначено у [15].

II. Постановка задачi

У роботах [16], [9] для функцiоналу F , визначе-
ного на просторi Q[0, 1], побудовано функцiональний
iнтерполяцiйний полiном типу Ньютона n-го степеня
PN

n (x) , x ∈ Q[0, 1] з iнтерполяцiйними умовами

PN
n (xn(·, ~ξn)) = F (xn(·, ~ξn)), (II.1)

де континуальна множина вузлiв

xn(t, ~ξn) = x0(t)+
n∑

i=1

H(t−ξi)(xi(t)−xi−1(t)), (II.2)

для будь-яких ξi з областi Ω~ξn = {~ξn = (ξ1, ξ2..., ξn) :
0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ ... ≤ ξn ≤ 1} , xi(t) ∈ Q[0, 1] ,
H(t) – функцiя Хевiсайда. Зауважимо, що функцiї
x0(t), x1(t), ..., xn(t) належать континуальнiй множи-
нi (II.2) при вiдповiдному виборi параметрiв ξi :
xn(t, ~ξn) = xk(t) , якщо прийняти ξ1 = ξ2 = · · · =
ξk = 0 , ξk+1 = ξk+2 = · · · = ξn = 1 .

Введемо позначення

D~zn
=

∂n

∂z1∂z2...∂zn
, d~zj = dzjdzj−1...dz1. (II.3)
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Побудований в [9] полiном n-го степеня вигляду

PN
n (x(·))=

= KN
0 +

n∑

i=1

∫

Ω~ξi

KN
i (~zi)

i∏

j=1

(x(zj)−xj−1(zj)) d~zi≡

≡ pN
0 +

N∑
i=1

pN
i (x(·)), z0 = 0,

(II.4)

де

KN
i (~zi) =

= (−1)i
i∏

j=1

(xj(zj)− xj−1(zj))−1D~zj F (xj(·, ~zj))

(II.5)
є полiномом Ньютона на континуальнiй множинi ву-
злiв (II.2) в припущеннi, що
а) частиннi похiднi в правiй частинi (II.5) iснують
як неперервнi функцiї по кожнiй змiннiй окремо з
Ω~ξj , xj(t)− xj−1(t) 6= 0;
в) iснують iнтеграли в (II.4);
с) виконується правило пiдстановки [9]

[
∂

∂zk

∂k−1

∂z1...∂zk−1
F (ϕ0(·) +

k+1∑

i=1

ϕi(·)H(· − zi))

]

zk+1=zk

=

ϕk(zk)
ϕk(zk) + ϕk+1(zk)

∂

∂zk

[
∂k−1

∂z1...∂zk−1
F (ϕ0(·) +

k+1∑

i=1

ϕi(·)H(· − zi))

]

zk+1=zk

,

0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ ... ≤ zk+1 ≤ 1

.

Цей iнтерполянт єдиний та iнварiантний у класi
функцiональних полiномiв вигляду

Pn(x(·)) = K0+
n∑

i=1

1∫

0

...

1∫

0

Ki(z1, z2, ..., zi)
i∏

j=1

x(zj)d~zi.

(II.6)
Надалi поставимо таку задачу: модифiкувати iн-

терполяцiйну формулу типу Ньютона (II.4), (II.5)
так, щоб модифiкований полiном був iнтерполяцiй-
ним на континуальних вузлах без вимоги виконання
правила пiдстановки.

III. Розв’язок задачi

Для розв’язування сформульованої вище задачi
треба розширити клас полiномiв (II.6), у якому шука-
тимемо розв’язок поставленої задачi. Як такий клас
вiзьмемо

Pn(x(·)) = K0+
n∑

s=1

s∑
i=1

1∫
0

...(i) . . .
1∫
0

Ki,s(z1, z2, ..., zi)×

×
i∏

j=1

x(zj)x(zi)s−id~zi. (III.7)

Неважко переконатись, що у класi полiномiв
(III.7) мiстяться полiноми вигляду

Pn(x(·)) = K0+
n∑

s=1

s∑
i=1

1∫
0

1∫
z1

...
1∫

zi−1

Ki,s(z1, z2, ..., zi)×

×
i∏

j=1

(x(zj)−xj−1(zj))
s∏

j=i+1

(x(zi)−xj(zi))d~zi. (III.8)

Саме серед полiномiв вигляду (III.8) i шукатиме-
мо iнтерполянт, що задовольняє умови (II.1) i не по-
требує виконання правила пiдстановки.

Покажемо, що для того, щоб функцiональний по-
лiном (III.8) був iнтерполяцiйним на континуальнiй
множинi вузлiв (II.2) необхiдно i достатньо, щоб вiн
та його ядра визначались формулами

PmN
n (x(·)) = pmN

0 +
n∑

s=1

pmN
s (x(·)), pmN

0 = F (x0 (·)) ,

(III.9)
pmN

n (x(·)) = pn,0(x(·))+ pn,1(x(·))+ pn,2(x(·))
При виконаннi правила пiдстановки

pmN
n (x(·)) = pn,0(x(·)),

тобто pn,1(x(·))+ pn,2(x(·)) мiстять поправки, якi ви-
ражаються через правило пiдстановки

[pn,0(x(·)) + pn,1(x(·))]xn(z)=x(z) =

= −pmN
0 −

n−1∑

k=1

pk,0 (x (·)) + F (x (·)) , (III.10)

pn,2(x(·))|xn(z)=x(z) = −
n−1∑

k=2

[pk,1 (x (·)) + pk,2 (x (·))] ,

(III.11)
n = 3, 4, . . . , p2,2 (x (·)) ≡ 0 .

Якщо побудовано такий функцiональний полiном
(III.9), що має властивостi (III.10), (III.11), то тодi
буде мати мiсце тотожнiсть

PmN
n (x(·))∣∣

xn(z)=x(z)
=

n∑
s=0

pmN
s (x (·)) = F (x (·))
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Функцiональнi iнтерполяцiйнi полiноми, що не використовують правило пiдстановки

або

F (x (·))− PmN
n−1(x(·)) = RmN

n−1 (x (·)) = pmN
n (x (·))

∣∣
xn(z)=x(z)

. (III.12)

Побудова полiнома pn,0(x(·))+ pn,1(x(·)) не викликає жодних ускладнень. Дiйсно маємо

pn,0(x(·)) + pn,1(x(·)) = (III.13)

= (−1)n

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zn−1

D~znF (xn (·, ~zn))×
n∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

d~zi+

+(−1)n−1

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zn−2

[
xn−1 (zn−1)− xn−2 (zn−1)
xn (zn−1)− xn−2 (zn−1)

×

×D~zn−1F
(
xn

(
·, (~zn−1, zn−1

)T
))

− D~zn−1 F (xn (·, ~zn))|zn=zn−1

]
×

×
n−1∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

· x (zn−1)− xn−1 (zn−1)
xn (zn−1)− xn−1 (zn−1)

d~zn−1+

+(−1)n−2

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zn−3

[
xn−2 (zn−2)− xn−3 (zn−2)
xn (zn−2)− xn−3 (zn−2)

×D~zn−2F
(
xn

(
·, (~zn−2, zn−2, zn−2

)T
))
−

− D~zn−2 F
(
xn

(
·, (~zn−2, zn−3, zn−3

)T
))∣∣∣

zn−3=zn−2

]
×

×
n−2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

·
n∏

i=n−1

x (zn−2)− xn−1 (zn−2)
xn (zn−2)− xn−1 (zn−2)

d~zn−2 + . . . +

+ (−1)1
1∫

0

[
x1 (z1)− x0 (z1)
xn (z1)− x0 (z1)

D~z1F
(
xn

(
·, (z1 . . . z1)

T
))

−D~z1F


xn


·,


z1, z2, . . . , z2︸ ︷︷ ︸

n−1




T






∣∣∣∣∣∣∣
z2=z1

]×

× x (z1)− x0 (z1)
x1 (z1)− x0 (z1)

n∏

i=2

x (z1)− xi−1 (z1)
xn (z1)− xi−1 (z1)

dz1

.

Тепер треба знайти такий оператор Sn, який з
кожного полiнома pk,1(x(·))+ pk,2(x(·)) утворює по-
лiном n-го степеня Sn (pk,1(x(·)) + pk,2(x(·))) ∈ πn з
властивiстю

Sn (pk,1(x(·)) + pk,2(x(·)))|xn(z)=x(z) =

= pk,1(x(·)) + pk,2(x(·)),
(III.14)

k = 2, n− 1 .
Таких операторiв iснує нескiнченна кiлькiсть.

Щоб це довести, достатньо вказати хоча б два опера-
тори S1

n та S2
n з властивiстю (III.14). Тодi будь-який

оператор вигляду αS1
n + βS2

n при всiх значеннях па-
раметрiв α, β , якi задовольняють умову α + β = 1 ,
матиме властивiсть (III.14).

Вкажемо простий спосiб побудови оператора S1
n .

Вiзьмемо полiном k-го степеня pk,1(x(·))+ pk,2(x(·)),

k = 2, n− 1. Вiн мiститиме суму i-кратних iнтегра-
лiв i = 1, k, пiд якими будуть мiститись полiноми
i-го степеня по x (z) , а саме x (z) фiгуруватиме сво-
їми значеннями у змiнних iнтегрування z1, . . . , zi ,
i = 1, k. Фiксуємо довiльне pi ∈ 1, i i вставляємо у ко-

жний з iнтегралiв множник
n∏

l=i+1

x (zpi
)− xl−1 (zpi

)
xn (zpi

)− xl−1 (zpi
)

(дiя оператора Sn ), тодi кожний полiном k-го сте-
пеня перетвориться у полiном n-го степеня, при-
чому очевидно будуть виконуватись спiввiдношення
(III.14).

Недолiком вищенаведеного пiдходу є те, що побу-
дований таким способом з iнтерполяцiйного полiно-
му PmN

n−1 (x (·)) полiном PmN
n (x (·)) матиме iнтерполя-

цiйнi властивостi полiнома PmN
n−1 (x (·)) i iнтерполюва-

ти функцiонал F (x (·)) тiльки у вузлi xn (z) без кон-
тинуального iнтерполяцiйного зв’язку з попереднiми
вузлами.
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Можна запропонувати iнший пiдхiд побудови опе-
ратора Sn .

Вiзьмемо довiльний доданок з полiнома k-го сте-
пеня pk,1(x(·))+ pk,2(x(·)), k = 2, n− 1 . Нехай це буде
i-кратний iнтеграл вигляду

lki (x (·)) =

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zi−1

Mk
i

(
~zi

)
mi

(
x;~zi

)
d~zi, i = 1, k,

(III.15)

де ядро Mk
i

(
~zi

)
не мiстиь x (z) i складається з двох

доданкiв, у кожний з яких входить i-та похiдна
D~zi = ∂i

∂z1∂z2...∂zi
вiд функцiоналу F , обчисленого у

"точцi"xk
(
z; (f1 . . . fk)T

)
, (кожне з t1, . . . , tk вира-

жаються через одну зi змiнних iнтегрування безпосе-
редньо або через пiдстановку), а mi

(
x;~zi

)
є полiном

i-го степеня вiд x (z) . Тодi

Snlki (x (·)) =

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zi

∂

∂zi+1
Mk

i


~zi;


zi+1 . . . zi+1︸ ︷︷ ︸

(n−i)




T

 mi

(
x;~zi

)×



n∏

j=i+1

x (zi+1)− xj−1 (zi+1)
xn (zi+1)− xj−1 (zi+1)

dzi+1


 d~zi+

+

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zi−1

∂

∂zi+1
Mk

i


~zi;


zi+1 . . . zi+1︸ ︷︷ ︸

(n−i)




T



∣∣∣∣∣∣∣∣
zi+1=zi

mi

(
x;~zi

)
d~zi = −

1∫

0

1∫

z1

. . .

1∫

zi−1

Mk
i

(
~zi

)
mi

(
x;~zi

)
d~zi.

(III.16)
Наведемо декiлька прикладiв вигляду полiномiв pmN

n (x(·)). Маємо

pmN
2 (x(·)) = p2,0(x(·)) + p2,1(x(·)) =

1∫

0

1∫

z1

D~z2F (x2(·, ~z2))
2∏

i=1

x(zi)− xi−1(zi)
xi(zi)− xi−1(zi)

d~z2+

+

1∫

0

{[
D~z1F (x2(·, ~z2))

]
z2=z1 −

x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

D~z1F (x2(·, (z1, z1)
T ))

}
×

2∏

i=1

x(z1)− xi−1(z1)
xi(z1)− xi−1(z1)

d~z1.

pmN
3 (x(·)) = p3,0(x(·)) + p3,1(x(·)) + p3,2(x(·)) = −

∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

D~z3F
(
x3

(·, ~z3
)) 3∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

dzi+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x2(z2)− x1(z2)
x3(z2)− x1(z2)

·D~z2F
(
x3

(
·, (z1, z2, z2)

T
))
− D~z2F

(
x3

(
·, (z1, z2, z3)

T
))∣∣∣

z3=z2

]
×

×
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

x (z2)− x2 (z2)
x3 (z2)− x2 (z2)

d~z2 +
∫ 1

0

[D~z1F
(
x3

(
·, (z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x3(z1)− x0(z1)

×

×D~z1F
(
x3

(
·, (z1, z1, z1)

T
))

]× x(z1)− x0(z1)
x1(z1)− x0(z1)

2∏

i=1

x(z1)− xi(z1)
x3(z1)− xi(z1)

dz1+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x3

(
·, (z1, z1, z2)

T
))

− D~z2F
(
x3

(
·, (z1, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x2 (z2)
x3 (z2)− x2 (z2)

d~z2 +
∫ 1

0

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

· D~z1F
(
x3

(
·, (z1, z1, t)

T
))∣∣∣

t=z1

−

− D~z1F
(
x3

(
·, (z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]×
3∏

i=1

x(z1)− xi−1(z1)
xi(z1)− xi−1(z1)

dz1.
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pmN
4 (x(·)) = p4,0(x(·)) + p4,1(x(·)) + p4,2(x(·)) =

∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

∫ 1

z3

D~z4F
(
x4

(·, ~z4
)) 4∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

dzi+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

[D~z3F
(
x4

(·, ~z4
))∣∣

z4=z3
− x3(z3)− x2(z3)

x4(z3)− x2(z3)
×D~z3F

(
x4

(
·, (z1, z2, z3, z3)

T
))

]×

×
3∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

x (z3)− x3 (z3)
x4 (z3)− x3 (z3)

d~z3 +
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x2(z2)− x1(z2)
x4(z2)− x1(z2)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, z2)

T
))
−

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, z3, z3)

T
))∣∣∣

z3=z2

]×
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

4∏

i=3

x (z2)− xi−1 (z2)
x4 (z2)− xi−1 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

[D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, z2)

T
))∣∣∣

z2=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x4(z1)− x0(z1)

×

×D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z1, z1, z1)

T
))

]× x(z1)− x0(z1)
x1(z1)− x0(z1)

4∏

i=2

x(z1)− xi−1(z1)
x4(z1)− xi−1(z1)

dz1+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

[D~z3F
(
x4

(
·, (z1, t, z2, z3)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z1, z2, z3)

T
))

]×

×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

4∏

i=3

x (zi−1)− xi−1 (zi−1)
xi (zi−1)− xi−1 (zi−1)

d~z3 +
∫ 1

0

∫ 1

z1

[D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, z2, z3)

T
))∣∣∣ t = z1

z3 = z2

−

−x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, z2, z3)

T
))∣∣∣

z3=z2

]×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

4∏

i=3

x (z2)− xi−1 (z2)
xi (z2)− xi−1 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

×
3∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x3 (z2)
x4 (z2)− x3 (z2)

d~z2 +
∫ 1

0

[D~z1F
(
x4

(
·, (z1, t, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

×

×D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]×
4∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

dz1+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, z2, z2)

T
))

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, z2, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

4∏

i=3

x (z2)− xi−1 (z2)
x4 (z2)− xi−1 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

−

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

4∏

i=3

x (z2)− xi−1 (z2)
x4 (z2)− xi−1 (z2)

dz1+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

[D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z2, t, z3)

T
))∣∣∣

t=z2

− x2(z2)− x1(z2)
x3(z2)− x1(z2)

×
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×D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, z3)

T
))

]×
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

4∏

i=3

x (zi−1)− xi−1 (zi−1)
xi (zi−1)− xi−1 (zi−1)

d~z3+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, t, t)

T
))∣∣∣

t=z2

− x2(z2)− x1(z2)
x3(z2)− x1(z2)

×

×D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, t)

T
))∣∣∣

t=z2

] ·
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

4∏

i=3

x (z2)− xi−1 (z2)
xi (z2)− xi−1 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x1(z1)− x0(z1)
x3(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, z1, z2)

T
))

− D−→z 2F
(
x4

(
·, (z1, t, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

× x (z1)− x0 (z1)
x1 (z1)− x0 (z1)

3∏

i=2

x (z1)− xi−1 (z1)
x3 (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x3 (z2)
x4 (z2)− x3 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

[
x1(z1)− x0(z1)
x3(z1)− x0(z1)

D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z1, z1, t)

T
))∣∣∣

t=z1

− D~z1F
(
x4

(
·, (z1, t, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

× x (z1)− x0 (z1)
x1 (z1)− x0 (z1)

3∏

i=2

x (z1)− xi−1 (z1)
x3 (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x3 (z2)
x4 (z2)− x3 (z2)

dz1.

Для доведення сформульованого вище твердження покажемо спочатку справедливiсть наступної теореми.

Теорема 1. Для достатньо гладкого функцiоналу F (x(·)) має мiсце представлення

F (x(·)) = PmN
n (x(·)) + RmN

n (x(·)),
де RmN

n (x(·)) – залишковий член, що має вигляд RmN
n (x(·)) = pmN

n+1(x(·))
∣∣
xn+1(z)=x(z)

, а його ядра визначаю-
ться формулами (III.9), (III.13), (III.15), (III.16), в яких треба прийняти xn+1(z) = x(z).

Доведення. Переконаємось у справедливостi твердження спочатку для випадкiв n = 1, 2, 3. Нехай n = 1,
тодi при x2(z) = x(z) матимемо

RmN
1 (x(·)) =

1∫

0

1∫

z1

D~z2F (x2(·, ~z2))
x(z1)− x0(z1)
x1(z1)− x0(z1)

d~z2+

+

1∫

0

{[
D~z1F (x2(·, ~z2))

]
z2=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

D~z1F (x2(·, (z1, z1)
T ))

}
x(z1)− x0(z1)
x1(z1)− x0(z1)

dz1 =

= −p1,0(x(·))− F (x0 (·)) + F (x (·)) = F (x (·))− PmN
1 (x(·)).

Звiдси

F (x(·)) = PmN
1 (x(·)) + RmN

1 (x(·)).
Далi, нехай n = 2 , тодi при x3(z) = x(z) матимемо

RmN
2 (x(·)) = −

∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

D~z3F
(
x3

(·, ~z3
)) 2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

dzi+ (III.17)

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x2(z2)− x1(z2)
x(z2)− x1(z2)

·D~z2F
(
x3

(
·, (z1, z2, z2)

T
))
−D~z2F

(
x3

(
·, (z1, z2, z3)

T
))∣∣∣

z3=z2

]
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

d~z2+

+
∫ 1

0

[D~z1F
(
x3

(
·, (z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x(z1)− x0(z1)

×D~z1F
(
x3

(
·, (z1, z1, z1)

T
))

]
x(z1)− x0(z1)
x1(z1)− x0(z1)

dz1+
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+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x3

(
·, (z1, z1, z2)

T
))
−D~z2F

(
x3

(
·, (z1, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

d~z2+

+
∫ 1

0

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

· D~z1F
(
x3

(
·, (z1, z1, t)

T
))∣∣∣

t=z1

− D~z1F
(
x3

(
·, (z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]
2∏

i=1

x(z1)− xi−1(z1)
xi(z1)− xi−1(z1)

dz1.

Отже, маємо

RmN
2 (x(·)) = −p2,0(x(·))− p2,1(x(·))− p1,0(x(·))− F (x0 (·)) + F (x (·)) = F (x (·))− PmN

2 (x(·)).
Тобто

F (x(·)) = PmN
2 (x(·)) + RmN

2 (x(·)) = PmN
1 (x(·)) + RmN

1 (x(·)).
Нехай тепер n = 3. Вiзьмемо x4(z) = x(z), матимемо

RmN
3 (x(·)) =

∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

∫ 1

z3

D~z4F
(
x4

(·, ~z4
)) 3∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

dzi+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

[D~z3F
(
x4

(·, ~z4
))∣∣

z4=z3
− x3(z3)− x2(z3)

x(z3)− x2(z3)
× (III.18)

×D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z2, z3, z3)

T
))

]×
3∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

d~z3+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x2(z2)− x1(z2)
x(z2)− x1(z2)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, z2)

T
))

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, z3, z3)

T
))∣∣∣

z3=z2

]×

×
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

d~z2 +
∫ 1

0

[D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, z2)

T
))∣∣∣

z2=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x(z1)− x0(z1)

×

×D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z1, z1, z1)

T
))

]× x(z1)− x0(z1)
x1(z1)− x0(z1)

dz1+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

[D~z3F
(
x4

(
·, (z1, t, z2, z3)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

×

×D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z1, z2, z3)

T
))

]×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x2 (z2)
x3 (z2)− x2 (z2)

d~z3+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, z2, z3)

T
))∣∣∣

t=z1;z3=z2

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

×

×D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, z2, z3)

T
))∣∣∣

z3=z2

]×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x2 (z2)
x3 (z2)− x2 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

×D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

×
3∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

d~z2 +
∫ 1

0

[D~z1F
(
x4

(
·, (z1, t, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

− x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

×

×D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]
3∏

i=1

x(z1)− xi−1(z1)
xi(z1)− xi−1(z1)

dz1+
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+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, z2, z2)

T
))

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, z2, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]×

×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

d~z2 +
∫ 1

0

[
x1(z1)− x0(z1)
x2(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

−

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, t, t)

T
))∣∣∣

t=z1

]×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

dz1+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

∫ 1

z2

[D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z2, t, z3)

T
))∣∣∣

t=z2

− x2(z2)− x1(z2)
x3(z2)− x1(z2)

×

×D~z3F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, z3)

T
))

]×
2∏

i=1

x (z1)− xi−1 (z1)
xi (z1)− xi−1 (z1)

x (z2)− x2 (z2)
x3 (z2)− x2 (z2)

d~z3+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, t, t)

T
))∣∣∣

t=z2

− x2(z2)− x1(z2)
x3(z2)− x1(z2)

×

×D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z2, z2, t)

T
))∣∣∣

t=z2

]×
2∏

i=1

x (zi)− xi−1 (zi)
xi (zi)− xi−1 (zi)

x (z2)− x2 (z2)
x3 (z2)− x2 (z2)

d~z2+

+
∫ 1

0

∫ 1

z1

[
x1(z1)− x0(z1)
x3(z1)− x0(z1)

·D~z2F
(
x4

(
·, (z1, z1, z1, z2)

T
))
−

− D~z2F
(
x4

(
·, (z1, t, t, z2)

T
))∣∣∣

t=z1

]× x (z1)− x0 (z1)
x1 (z1)− x0 (z1)

3∏

i=2

x (z1)− xi−1 (z1)
x3 (z1)− xi−1 (z1)

d~z2+

+
∫ 1

0

[
x1(z1)− x0(z1)
x3(z1)− x0(z1)

·D~z1F
(
x4

(
·, (z1, z1, z1, t)

T
))∣∣∣

t=z1

−

− D−→z 1F
(
x4 (·, (z1, t, t, t))

)∣∣
t=z1

]
x (z1)− x0 (z1)
x1 (z1)− x0 (z1)

3∏

i=2

x (z1)− xi−1 (z1)
x3 (z1)− xi−1 (z1)

dz1

.
Далi отримаємо

RmN
3 (x(·)) = −p3,0(x(·))− p2,0(x(·))− p1,0(x(·))− F (x0 (·))+

+F (x (·))− p3,1(x(·))− p3,2(x(·))− p2,1(x(·)) = F (x (·))− PmN
3 (x(·)),

i

PmN
3 (x(·)) + RmN

3 (x(·)) = PmN
2 (x(·)) + RmN

2 (x(·)).

Припустимо, що теорема справджується для n−1
i доведемо її справедливiсть для n .

У загальному випадку матимемо

RmN
n (x(·)) = pmN

n+1(x(·))∣∣
xn+1(z)=x(z)

=

= [pn+1,0(x(·)) + pn+1,1(x(·)) + pn+1,2(x(·))]xn+1(z)=x(z) .

Згiдно з формулою (III.13), за якою побудований по-
лiном pn+1,0(x(·)) + pn+1,1(x(·)), при xn+1(z) = x(z)
маємо

[pn+1,0(x(·)) + pn+1,1(x(·))]xn+1(z)=x(z) =

= −F (x0 (·))−
n∑

k=1

pk,0 (x (·)) + F (x (·)) .

Аналогiчно, згiдно з формулами (III.15), (III.16),
за якими побудований полiном pn,2(x(·)), при
xn+1(z) = x(z) маємо

pn+1,2(x(·))|xn(z)=x(z) = −
n∑

k=2

[pk,1 (x (·)) + pk,2 (x (·))] ,

n = 2, 3, 4, . . . , p2,2 (x (·)) ≡ 0 .
Звiдси RmN

n (x(·)) = −PmN
n (x(·)) + F (x(·)) .

Отже, одержали аналог формули (III.12) за умови
невиконання правила пiдстановки
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PmN
n (x(·)) + RmN

n (x(·)) = PmN
n−1(x(·)) + RmN

n−1(x(·)) =
· · · = PmN

0 (x(·)) + RmN
0 (x(·)) =

= F (x0(·)) −
∫ 1

0

∂

∂z1
F (x0(·) + H(· − z1)(x(·) −

x0(·)))dz1 = F (x(·)),
що i треба було довести. ¥

Тепер ми у змозi довести наступний результат.
Теорема 2. Для достатньо гладкого функцiо-

налу F (x(·)) функцiональний полiном (III.9) з ядра-
ми, що визначаються формулами (III.13), (III.15),
(III.16) буде для нього iнтерполяцiйним на контину-
альнiй множинi вузлiв (II.2), тобто будуть мати
мiсце спiввiдношення

F (xn(·, ~ξn)) = PmN
n (xn(·, ~ξn)), ~ξn ∈ Ω~ξn . (III.19)

Доведення. Для випадку n = 1 полiном (III.9) має
вигляд

PmN
1 (x(·)) = F (x0 (·))−

−
1∫

0

x (z1)− x0 (z1)
x1 (z1)− x0 (z1)

∂

∂z1
F (x (·, z1)) dz1.

Легко перевiрити, що

F (x1(·, ~ξ1)) = PmN
1 (x1(·, ~ξ1)), ~ξ1 ∈ Ω~ξ1 .

У [15] вказано, що при n = 2 iнтерполяцiйний по-
лiном необхiдно шукати у виглядi

P2 (x (·)) = K0 +

1∫

0

K1 (z1) [x (z1)− x0 (z1)] dz1+

+

1∫

0

1∫

z1

K2

(
~z2

) 2∏

i=1

[x (zi)− xi−1 (zi)] dz2dz1+

+

1∫

0

K1,1 (z1)
2∏

i=1

[x (z1)− xi−1 (z1)] dz1,

(III.20)
де Ki

(
~zi

) ∈ L∞ (Ωi) , i = 1, 2, K1,1 (z1) ∈
L∞ [0, 1] . Тодi, якщо F (x (·)) ∈ Z2

∞, де через Zp
∞

означено клас функцiоналiв F (x (·)) : L1 (0, 1) → R1

i таких, що

fp (~zp) =
p∏

i=1

[xi (zi)− xi−1 (zi)]
−1 ∂p

∂z1 . . . ∂zp
F (xp (·, ~zp)) ∈ L∞ (Ωp) , p = 1, 2

i крiм того

f1,1 (z1) = [x1 (z1)− x0 (z1)]
−1 [x2 (z1)− x1 (z1)]

−1

{
∂

∂z
F

(
x2

(·, ~z2
))∣∣∣∣

z2=z1

−

−x1 (z1)− x0 (z1)
x2 (z1)− x0 (z1)

∂F
(
x2

(
·, (z1, z1)

T
))

∂z1



 ∈ L∞ [0, 1] n = 1, 2,

полiном (III.20) буде iнтерполяцiйним на континуаль-
нiй множинi вузлiв x2

(
z, ~ξ2

)
, 0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ 1 тодi i

тiльки тодi, коли його ядра визначаються за форму-
лами

K0 = F (x0 (·)) , Kp (~zp) = (−1)p
fp (~zp) ,

p = 1, 2, K1,1 (z1) = f1,1 (z1) .

У [17] доведено, що при n = 3 побудований фун-
кцiональний полiном (III.9) з ядрами, що визнача-
ються формулами (III.13), (III.15), (III.16) буде iн-
терполяцiйним для достатньо гладкого функцiоналу

F (x(·)) на континуальнiй множинi вузлiв (II.2), тобто
матиме мiсце спiввiдношення (III.19).

Випадок n = 4 був дослiджений у [18], зокрема,
доведено теорему 2 у випадку n = 4 .

Отже, теорему 2 доведено для випадкiв n =
1, 2, 3, 4 . Оскiльки формули, за якими одержуємо
(III.9), є рекурентними, то можна стверджувати, що
теорема 2 є правильною за будь-якого n .

Теорему доведено. ¥

Робота виконана за часткового фiнансування
Фонду фундаментальних дослiджень України (реє-
страцiйний номер Ф 29.1/019).
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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ПОЛИНОМЫ,
ДЛЯ КОТОРЫХ НЕ ТРЕБУЕТСЯ ВЫПОЛНЕНИЕ

ПРАВИЛА ПОДСТАНОВКИ

И. Демкив
Национальный университет “Львивська политехника”,

ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

В работе предлагается и исследуется конструкция функционального полинома типа Нью-
тона, для которого не требуется выполнения правила подстановки. Это достигается за счет
расширения класса полиномов, в котором ищется интерполянт.
Ключевые слова: интерполяционный полином, континуальные узлы, функциональный по-
лином.
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FUNCTIONAL INTERPOLATION POLYNOMIALS
THAT DO NOT USE SUBSTITUTION RULE

I. Demkiv
National University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Construction of functional polynomial of Newton type which does not need the substituti-
on rule to be applied is suggested in this paper. This is reached by means of broadening of
polynomial class in which interplant is looked for.
Keywords: interpolation polynomial, continual knot, functional polynomial.
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