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Широкий загал задач теорiї розподiлу значень по-
требує вивчення властивостей мероморфних функцiй
у багатозв’язних областях. Особливу увагу заслуго-
вує випадок двозв’язної областi. За теоремою про
вiдображення двозв’язних областей кожна двозв’я-
зна область конформно еквiвалентна деякому кiль-
цю, проколеному круговi чи проколенiй площинi. Вi-
домо, що голоморфнi функцiї змiнної z, визначенi
у кiльцi з центром z = 0, можуть бути розвиненi в
ряд Лорана, для них справедлива теорема Адамара
про три кола, iнтегральнi середнi їх модулiв, а також
логарифмiв їх модулiв є опуклими функцiями вiд-
носно log |z|. Вивченню властивостей мероморфних
функцiй у багатозв’язних областях присвяченi робо-
ти Г. Хельстрьома, Х. Вiттiха, В. Зморовича, Г. Мате-
восяна, Р. Корхонена, А. Кондратюка. Зокрема, най-
новiшими є пiдходи А. Кондратюка, А. Христiянина
та I. Кшановського у спробах перенесення теорiї Не-
ванлiнни на функцiї мероморфнi в кiльцi чи проколе-
ному крузi. Нещодавно А. Кондратюк запропонував
дещо змiнену двопараметричну характеристику що-
до характеристики, введеної у роботi [1], та поширив
цю характеристику на субгармонiйнi функцiї.

Нехай f – мероморфна функцiя в областi D =
{z : s0 < |z| < r0}, 0 ≤ s < 1, 1 < r0 < +∞. Нехай
t0 – довiльне фiксоване число таке, що s0 < t0 < r0.
Визначимо функцiю n(t, f) так:

n(t, f)− n(t0, f) = µ((t0, t]), t > t0,

n(t0, f)− n(t, f) = µ((t, t0]), t < t0,

де значення n(t0, f) вибрано довiльно, µ((α, β]) =
=

∑
α<|bj |≤β

1, {bj} – послiдовнiсть полюсiв функцiї f

з врахуванням їх кратностей.
Нехай

N(s, r, f) =
1

log r

r∫

1

n(t, f)
t

dt +
1

log s

1∫

s

n(t, f)
t

dt,

s0 < s < 1, 1 < r < r0.

Зауважимо, що змiна функцiї n(t, f) на сталу не змi-
нює значення функцiї N(s, r, f). Двопараметрична
характеристика T (s, r, f) визначається так:

T (s, r, f) =
1

log r
m(r, f)− 1

log s
m(s, f)−

(
1

log r
−

− 1
log s

)
m(1, f) + N(s, r, f), s0 < s < 1, 1 < r < r0,

де

m(t, f) =
1
2π

2π∫

0

log+|f(teiθ)|dθ.

Для подальших дослiджень нам знадобляться такi
позначення та результати.

Позначимо через n(1)(t, f) лiчильну функцiю по-
люсiв функцiї f на множинi {z : t ≤ |z| < 1},
s0 < t < 1, n(2)(t, f) – лiчильну функцiю полюсiв
функцiї f на множинi {z : 1 ≤ |z| < t}, 1 < t < r0,
n∗(1, f) – кiлькiсть полюсiв функцiї f на одиничному
колi {z : |z| = 1}.

Нехай

I(t, f) =
1
2π

2π∫

0

log |f(teiθ)|dθ, s0 < t < r0.

Теорема A.([3]) Нехай f – мероморфна функцiя
у кiльцi D = {z : s0 < |z| < r0}. Тодi

I(r, f)− I(1, f) =

r∫

1

n(2)(t, 1/f)
t

dt−

−
r∫

1

n(2)(t, f)
t

dt+
(

k(f)− n∗(1, 1/f)
2

+
n∗(1, f)

2

)
log r,

1 ≤ r < r0, (1)

Математика c© I. Кшановський, 2010

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Мероморфнi у крузi з проколеним центром функцiї з обмеженою двопараметричною характеристикою

I(s, f)− I(1, f) =

1∫

s

n(1)(t, 1/f)
t

dt−

−
1∫

s

n(1)(t, f)
t

dt+
(

k(f)−n∗(1, 1/f)
2

+
n∗(1, f)

2

)
log s,

s0 < s ≤ 1, (2)

де k(f) =
1
2π

2π∫

0

Im
(

f ′(eiθ)
f(eiθ)

ieiθ

)
dθ.

Лема B.([3]) Нехай функцiя f мероморфна
у кiльцi D, f(z) 6= 0, ∞, |z| = 1. Тодi для будь-
якого замкненого шляху γ в D, γ(0) = 1, iснує

k =
1

2πi

∫

|z|=1

f ′(z)
f(z)

dz ∈ Z таке, що для функцiї

g(z) = z−kf(z) виконується
∫

γ

g′(z)
g(z)

dz = 0.

Оскiльки змiна функцiї n(t, f) на сталу не змiнює
значення функцiї N(s, r, f), то, не зменшуючи загаль-
ностi, можемо вважати, що t0 = 1, n(t0, f) = 0.

Зауважимо, що

n(2)(t, f) = n(t, f) + n∗(t, f)− n∗(1, f), t > 1,

n(1)(t, f) = −n(t, f) + n∗(1, f)− n∗(t, f), t < 1,

де n∗(t, f) – кiлькiсть полюсiв функцiї f на колi
{z : |z| = t}.

Звiдси

1
log r

r∫

1

n(2)(t, f)
t

dt− 1
log s

1∫

s

n(1)(t, f)
t

dt =

=
1

log r

r∫

1

n(t, f) + n∗(t, f)− n∗(1, f)
t

dt−

− 1
log s

1∫

s

−n(t, f) + n∗(1, f)− n∗(t, f)
t

dt =

=
1

log r

r∫

1

n(t, f)
t

dt +
1

log s

1∫

s

n(t, f)
t

dt.

Подiлимо рiвнiсть (1) на log r та вiднiмемо вiд одер-
жаного результату рiвнiсть (2), подiлену на log s.
Враховуючи, зробленi вище обчислення, отримаємо
аналог формули Йенсена

1
log r

I(r, f)− 1
log s

I(s, f)−
(

1
log r

− 1
log s

)
I(1, f) =

=
1

log r

r∫

1

n(t, 1/f)− n(t, f)
t

dt+

+
1

log s

1∫

s

n(t, 1/f)− n(t, f)
t

dt.

Зважаючи на те, що

I(t, f) = m(t, f)−m(t, 1/f), t > 0,

одержимо таку рiвнiсть:

T (s, r, f) = T (s, r, 1/f), s0 < s < 1, 1 < r < r0.

Функцiя N(s, r, f) – невiд’ємна та неспадна функцiя
по кожному з параметрiв. Дiйсно, її правостороння
похiдна, наприклад, вiдносно змiнної r

N ′
r(s, r, f) =

1
r log2 r


n(r, f) log r −

r∫

1

n(t, f)
t

dt


 ≥

≥ 1
r log2 r

(n(r, f) log r − n(r, f) log r) = 0.

Надалi розглядатимемо функцiї, мероморфнi в
крузi з проколеним центром.

Теорема 1. Нехай f – мероморфна в проколеному
крузi {z : 0<|z|<r0}, 1<r0< +∞ функцiя з обмеже-
ною характеристикою T (s, r, f). Тодi f продовжує-
ться до мероморфної в крузi {z : |z|<r0} функцiї з
обмеженою неванлiнновою характеристикою.

Доведення теореми 1. Зафiксуємо r = r∗,
1 < r∗ < r0. З обмеженостi характеристики негай-
но отримуємо такi асимптотичнi рiвностi:

m(s, f) = O(log
1
s
), s → 0, (3)

1∫

s

−n(t, f)
t

dt = O(log
1
s
), s → 0. (4)

З огляду на (4), робимо висновок, що функцiя f(z)
в околi нуля має скiнченну кiлькiсть полюсiв. Дiй-

сно, нехай
1∫

s

−n(t, f)
t

dt ≤ C log
1
s
, s → 0. Позначимо

p = [C]. Випишемо полюси в областi {z : 0 < |z| < 1}
в порядку спадання величин їх модулiв. Якщо iснує
(p + 1)-й полюс bp+1, то

1∫

s

−n(t, f)
t

dt ≥
|bp+1|∫

s

−n(t, f)
t

dt ≥ (p + 1) log
|bp+1|

s
=

= (p+1) log |bp+1|+(p+1−C) log
1
s
+C log

1
s

> C log
1
s
,

s → 0,

що приводить до протирiччя. Аналогiчно показуємо,
що f(z) в околi нуля має скiнченну кiлькiсть нулiв.
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Отже, iснує таке t0 > 0, що f(z) – аналiтична фун-
кцiя без нулiв в областi {z : 0 < |z| < t0}. Розглянемо
функцiю h(w) = f(wt0/2), 0 < |w| < 2. Тодi

m(ρ, h) =
1
2π

2π∫

0

log+ |h(ρeiθ)|dθ =

=
1
2π

2π∫

0

log+ |f(
t0ρ

2
eiθ)|dθ = O(log

2
t0ρ

) = O(log
1
ρ
),

ρ → 0.

З леми B iснує таке k0 ∈ Z, що в областi
{w : 0 < |w| < 2} визначена однозначна вiтка
log G(w), де G(w) = w−k0h(w). Розглянемо розвине-
ння в ряд Лорана

log G(w) =
∑

k∈Z
αkwk.

Нехай w = ρeiθ, 0 < ρ < 2. Тодi

log |G(w)| =
∑

k∈Z
Re(αkwk) =

1
2

∑

k∈Z
(αkwk + αkwk) =

=
1
2

∑

k∈Z
(αkρk + α−kρ−k)eikθ.

Звiдси
1
2
(αkρk + α−kρ−k) =

=
1
2π

2π∫

0

log |G(ρeiθ)|e−ikθdθ, k ∈ Z. (5)

Оскiльки функцiя h(w) не має нi нулiв, нi полюсiв,
то з формули (2) та з рiвностi

log x = log+ x− log+ 1
x

, x > 0,

одержуємо

1
2π

2π∫

0

log+

∣∣∣∣
1
h

(ρeiθ)
∣∣∣∣ dθ =

=
1
2π

2π∫

0

log+ |h(ρeiθ)|dθ + C0 log
1
ρ
−

− 1
2π

2π∫

0

log+ |h(eiθ)|dθ = O(log
1
ρ
), ρ → 0.

Враховуючи зробленi вище викладення, а також рiв-
нiсть

| log x| = log+ x + log+ 1
x

, x > 0,

матимемо

|αkρk + α−kρ−k| ≤ 1
π

2π∫

0

| log |G(ρeiθ)||dθ ≤

≤ 1
π

2π∫

0

| log |h(ρeiθ)||dθ + 2|k0|| log ρ| =

=
1
π

2π∫

0

log+ |h(ρeiθ)|dθ+

+
1
π

2π∫

0

log+ | 1
h

(ρeiθ)|dθ+2|k0|| log ρ| = O(log
1
ρ
), ρ → 0.

Звiдси випливає, що αk = 0, k < 0. Отже, функ-
цiя log G(w) продовжується до аналiтичної функцiї
в областi {w : 0 ≤ |ξ| < 2}, звiдки випливає, що в
околi точки z = 0 функцiя f(z) допускає зображення
f(z) = zmq(z),m ∈ Z, де функцiя q(z) аналiтична в
околi точки z = 0, q(0) 6= 0.

Зауважимо, що з обмеженостi характеристики
T (s, r, f), зокрема, випливає обмеженiсть функцiй

m(r, f) та
r∫

1

n(t, f)
t

dt. Нехай n0(t, f) – лiчильна

функцiя полюсiв функцiї f в крузi {z : |z| ≤ t},
ε0 ∈ (0, 1) таке, що функцiя f не має полюсiв в об-
ластi {z : 0 < |z| < ε0}. Тодi для всiх r ≥ r∗ > 1
виконується

T (r, f) = m(r, f) + N(r, f) = m(r, f)+

+

r∫

0

n0(t, f)− n0(0, f)
t

dt + n0(0, f) log r =

= m(r, f) +

1∫

ε0

n0(t, f)− n0(0, f)
t

dt+

+

r∫

1

n0(t, f)− n0(0, f)
t

dt + n0(0, f) log r ≤

≤ m(r, f)+(n0(1, f)−n0(0, f)) log(1/ε0)+n0(0, f) log r0+

+

r∫

1

n0(1, f) + n(t, f)− n0(0, f)
t

dt ≤ C∗.

Оскiльки T (r, f) – неспадна функцiя, то T (r, f) ≤ C∗

для всiх r : 0 ≤ r < r0. Тобто функцiя f(z) продовжу-
ється до мероморфної в крузi {z : |z| < r0} функцiї з
обмеженою неванлiнновою характеристикою.
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