
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
Вип.687 № 687, (2010) c. 126–132

JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY
“LVIVSKA POLITECHNIKA”

“Physical & mathematical sciences”
Vol.687 No 687, (2010) 126–132

ВИБРАНI ПИТАННЯ СТIЙКОСТI СИСТЕМ ВИПАДКОВОЇ СТРУКТУРИ
ЗI СКIНЧЕННОЮ ПIСЛЯДIЄЮ З УРАХУВАННЯМ
ЗОВНIШНIХ МАРКОВСЬКИХ ПЕРЕМИКАНЬ

Т.О. Лукашiвa, Я.М. Чабанюкb, В.К. Ясинськийa

aЧернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича
(28034, Чернiвцi, вул. Коцюбинського 2)

bНацiональний унiвеpситет “Львiвська полiтехнiка”
(79013, Львiв, вул. С.Бандеpи 12)

(Отримано 2 листопада 2010 р.)
Використано апарат функцiоналiв Ляпунова-Красовського для дослiдження асимптоти-

чної стохастичної стiйкостi в цiлому, асимптотичної стiйкостi в середньому квадратичному
в цiлому сильного розв’язку дифузiйних стохастичних диференцiально-функцiональних
рiвнянь зi скiнченною пiслядiєю з урахуванням як внутрiшнiх марковських параметрiв,
так i зовнiшнiх збурень типу ланцюга Маркова.
Ключовi слова: стохастичнi диференцiально-функцiональнi рiвняння, марковськi перемика-
ння, функцiонал Ляпунова-Красовського.

2000 MSC: 60J10, 60J27, 60H10, 68U20
УДК: 519.217; 519.718

Вступ

Початковi дослiдження стiйкостi ймовiрнiсних
систем у рiзних постановках проводились в працях
[1; 2; 3; 4]. Однак оригiнальний пiдхiд до задач стiй-
костi систем з випадковими параметрами вперше був
запропонований у працях [5], [6]. Цей пiдхiд дозво-
лив використати для стохастичних диференцiальних
рiвнянь (СДР) основнi результати класичної тео-
рiї стiйкостi. В результатi вдалося встановити хара-
ктернi властивостi ймовiрнiсних систем. У цьому на-
прямку працювали видатнi математики ХХ–ХХI ст.
Р.З. Хасьмiнський, В.С. Королюк, Й.I. Гiхман,
А.В. Скороход, Г.Дж. Кушнер, В.М. Константинов,
В.В. Калашников, Є.Ф. Царков, В.К. Ясинський та
iншi. У всiх згаданих роботах розглядалася в основ-
ному стiйкiсть випадкових процесiв з неперервними
фазовими траєкторiями, як розв’язок СДР Iто, або
випадкових процесiв, якi мають скiнченнi стрибки i
описуються узагальненими стохастичними рiвняння-
ми Iто-Скорохода. У монографiї I.Я. Каца [6] роз-
глянута модель стохастичних рiвнянь з марковськи-
ми параметрами, так званих рiвнянь з випадковою
структурою, якi дозволяють розглядати стiйкiсть си-
стем з розривними фазовими траєкторiями. Вiдмiти-
мо, що така ситуацiя природно виникає при описан-
нi численних фiзико-технiчних процесiв. У моногра-
фiї Є.Ф.Царкова, М.Л.Свердана [7] розглянута стiй-
кiсть детермiнованих рiзницевих i динамiчних систем
з урахуванням марковських параметрiв та iмпуль-
сних марковських перемикань. Працi [8; 9] узагаль-
нюють результати монографiй [6] i [7], а саме: розгля-
нуто стохастичне дифузiйне рiвняння з урахуванням
марковських параметрiв, якi зумовлюють внутрiшню

змiну структури системи iз збереженням властивостi
стохастичної неперервностi реалiзацiї за I.Я. Кацом,
а також враховуються зовнiшнi марковськi переми-
кання у випадковi моменти часу за Є.Ф. Царковим. У
роботi узагальнено результати В.К. Ясинського, I.В.
Юрченка, Т.О. Лукашiва [8] на випадок систем ви-
падкової структури зi скiнченною пiслядiєю з ураху-
ванням зовнiшнiх марковських перемикань.

I. Постановка задачi

На ймовiрнiсному базисi [10] (Ω,F,F ≡ {Ft ⊂
F, t ≥ 0},P) розглянемо дифузiйне стохастичне
диференцiально-функцiональне рiвняння, яке буде-
мо трактувати як динамiчну систему випадкової
структури [6] зi скiнченною пiслядiєю

dx(t) = a(t, ξ(t), xt)dt + b(t, ξ(t), xt)dw(t), (1)

iз зовнiшнiми марковськими перемиканнями

∆x(t)|t=tk
= g(tk−, ξ(tk−), ηk, x(tk−)),

tk ∈ S ≡ {tn} ⇑, n = 0, 1, 2, ..., lim
n→∞

tn = +∞, (2)

i початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ(Θ) ∈ D ≡ D([t0 − τ, t0],Rm),

ηk0 = h ∈ H. (3)

Тут ξ(t) – марковський процес iз значеннями в
метричному просторi Y з перехiдною ймовiрнiстю
P(s, y, t); (ηk, k ≥ 0) – ланцюг Маркова iз значен-
нями в метричному просторi H з перехiдною ймо-
вiрнiстю на k-му кроцi Pk(h,G); xt ≡ x(t + Θ);
Θ ∈ [t0 − τ, t0], τ > 0; w(t) ≡ w(t, ω) – одновимiрний
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стандартний вiнерiв процес [11], D - простiр Скоро-
хода неперервних справа функцiй, що мають лiвосто-
роннi границi [12].

Припустимо, що вимiрнi за сукупнiстю змiнних
вiдображення a : R+ × Y × D → Rm, b :
R+ × Y × D → Rm та g : R+ ×Y × H×
×D → Rm задовольняють за останнiм аргументом
умову Лiпшиця

|a(t, y, ϕ)− a(t, y, ψ)|2 + |b(t, y, ϕ)− b(t, y, ψ)|2+
+|g(t, y, ϕ)− g(t, y, ψ)|2 ≤ L||ϕ− ψ||2, L > 0. (4)

при ∀t ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, i умову

|a(t, y, 0)|+ |b(t, y, 0)|+ |g(t, y, h, 0)| = c < ∞, (5)

де норма в просторi Скорохода визначається рiвнiстю

||ϕ|| = sup
t0−τ≤Θ≤t0

|ϕ(Θ)|. (6)

Зауваження 1. Простiр Скорохода D не є пов-
ним вiдносно норми (5), тому будемо працювати у
розширеному просторi Скорохода D̄, який мiстить всi
границi фундаментальних послiдовностей [12]. Нада-
лi D будемо розумiти як розширенний простiр D̄.

Вказанi умови щодо a, b, i g гарантують iснуван-
ня сильного розв’язку задачi (1)-(3) з точнiстю до
стохастичної еквiвалентностi при будь-яких t0 ≥ 0,
ϕ ∈ D i заданих реалiзацiях марковського процесу
{ξ(t), t ≥ t0} ∈ Y i ланцюга Маркова {ηk, k ≥ k0}
[12].

II. Основнi означення

Випадковi змiни структури параметра ξ(t) ∈ Y в
дифузiйному стохастичному диференцiальному рiв-
няннi (1), як правило, враховуватимемо одним iз та-
ких способiв [6; 7].

I. Нехай ξ(t) ∈ Y – суто розривний скалярний
марковський процес, умовна ймовiрнiсть якого допу-
скає розклад [11]

P{ξ(t + ∆t) ∈ [β, β + ∆β]/ξ(t) = α 6= β} =

= p(t, α, β)∆β∆t + o(∆t),

P{ξ(τ) = α, t < τ < t + ∆t/ξ(t) = α} =

= 1− p(t, α)∆t + o(∆t),

де P{·/·}) – умовна ймовiрнiсть; o(∆t) – нескiнченно
мала величина вищого порядку малостi вiдносно ∆t.
Зазначимо, що за умови регулярностi майже всi реа-
лiзацiї є кусково-сталими неперервними справа фун-
кцiями.

II. Скалярний процес ξ(t) – однорiдний марков-
ський ланцюг зi скiнченним числом станiв Y ≡
{y1, y2, ..., yk} i вiдомими параметрами qij за умови
qi =

∑
j 6=i

qij , i, j = 1, k. При цьому умовнi ймовiрностi

допускають розклад

P{ξ(t + ∆t) = yi/ξ(t) = yi} = qij∆t + o(∆t),

P{ξ(τ) = yi, t < τ < t+∆t/ξ(t) = yi} = 1−qi∆t+o(∆t).

III. У момент τ змiни структури системи yi → yj

вiдбувається випадкова стрибкоподiбна змiна фазо-
вого вектора x(τ − 0) = x, x(τ) = z, для якого задана
умовна щiльнiсть Pij(τ, z), а саме:

P{x(τ) ∈ [z, z+dz]/ξ(t−0) = x} = pij(τ, z/x)dz+o(dz).

Позначимо через Pk((y, h), Γ×G) перехiдну ймо-
вiрнiсть ланцюга Маркова (ξ(tk), ηk) на k-му кроцi.
Вiдповiдно до прийнятих в теорiї ймовiрностей по-
значень [11; 12; 13] (зв’язаних iз цим ланцюгом) вве-
демо iндекси так, щоб виконувались рiвностi

Ptk

y,h(ξ(tk+1) ∈ Γ, ηk+1 ∈ G) ≡ Pk((y, h), Γ×G)

при всiх tk ≥ t0, y ∈ Y, h ∈ H i борелевих Γ ∈ Y та
G ∈ H.

Тепер введемо функцiю

Pk((y, h, ϕ),Γ×G× C) ≡
≡ Ptk

y,h(x(tk, ϕ, y, h) ∈ C, ξ(tk+1) ∈ Γ, ηk+1 ∈ G)

при всiх tk ∈ S∪{t0}, k ∈ N∪{0}, ϕ ∈ D, y ∈ Y, h ∈ H
i борелевих C ⊂ D, Γ ⊂ Y, G ∈ H.

Означення 1. Дискретний оператор Ляпуно-
ва (lνk)(y, h, ϕ) на послiдовностi вимiрних скалярних
функцiй νk(y, h, ϕ) : Y×H×D → R1, k ∈ N∪{0}, для
СДР (1) iз зовнiшнiми марковськими перемиканнями
(2) визначаємо рiвнiстю [11]

lνk(y, h, ϕ) ≡
∫

Y×H×D

Pk(y, h, ϕ)(du× dz × dl)×

×νk+1(u, z, l)− νk(y, h, ϕ). (7)

Означення 2. Функцiоналом Ляпунова-
Красовського для системи випадкової структури
(1)-(3) назвемо послiдовнiсть невiд’ємних функцiй
{νk(y, h, ϕ), k ≥ 0} таких, що виконуються умови:

1) при всiх k ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D визначено
дискретний оператор Ляпунова (lνk)(y, h, x) (7);

2) при r → +∞
ν(r) ≡ inf

k∈N,y∈Y
h∈H,||ϕ||≥r

νk(y, h, ϕ) → +∞; (8)

3) при r → 0

ν(r) ≡ sup
k∈N,y∈Y

h∈H,||ϕ||≤r

νk(y, h, ϕ) → 0, (9)

причому ν̄(r) i ν(r) неперервнi i монотоннi.
Будемо розглядати стiйкiсть тривiального

розв’язку x ≡ 0 системи (1)-(3), тобто виконання
(5) при c = 0.

Оскiльки сильний розв’язок x(t) ≡ x(t, ω) ∈
Rm СДР (1) одночасно визначається за допомогою
початкових даних xt0 = ϕ, ξ(t0) = y, ηk0 = h,
то надалi його позначатимемо xt(t0, y, ϕ) ≡ x(t +
Θ, t0, y, h, ϕ),−τ ≤ Θ ≤ 0.
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Означення 3. Систему випадкової структури
(1)–(3) назвемо:

– стiйкою за ймовiрнiстю в цiлому, якщо для ∀ε1 >
0, ε2 > 0 можна вказати таке δ > 0, що з нерiвностi
||ϕ|| < δ випливає нерiвнiсть

P
{

sup
t≥t0

||xt(t0, y, h, ϕ)|| > ε1

}
< ε2

при всiх y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D i t0 ≥ 0; – асимптотично
стохастично стiйкою в цiлому, якщо вона стiйка за
ймовiрнiстю i для довiльного ε > 0 iснує δ1 > 0 таке,
що

lim
T→∞

P
{

sup
t≥t0

||xt(t0, y, h, ϕ)|| > ε

}
= 0

при всiх ||ϕ|| < δ1, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D i T ≥ t0 ≥ 0;

p-стiйкою (при деякому p > 0 ) в цiлому, якщо для
∀ε > 0 можна вказати таке δ2 > 0, що з нерiвностi
||ϕ|| < δ2 випливає нерiвнiсть

E{||xt(t0, y, f, ϕ)||p} < ε

при всiх t > t0, t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D

– асимптотично p-стiйкою (при деякому p > 0 ) в цi-
лому, якщо вона p-стiйка та iснує таке δ1 > 0, що з
нерiвностi ||ϕ|| < δ1 випливає

lim
t→∞

sup
y∈Y,h∈H

E {||xt(t0, y, h, ϕ)||p} = 0

при всiх t0 ≥ 0.
Зауважимо, що при p = 2 матимемо стiйкiсть

у середньому квадратичному (l.i.m.) i асимптотичну
стiйкiсть у l.i.m.

III. Стiйкiсть систем випадкової
структури зi скiнченною
пiслядiєю та зовнiшнiми
марковськими перемиканнями

Встановимо достатнi умови стiйкостi тривiально-
го розв’язку динамiчної системи випадкової структу-
ри зi скiнченною пiслядiєю у рiзних ймовiрнiсних ро-
зумiннях.

Для подальшого викладення використовуватиме-
мо оцiнку розв’язку задачi (1)–(3) на iнтервалах
[tk, tk+1).

Лема При виконаннi умов (4), (5) при всiх
k ≥ 0 для сильного розв’язку задачi Кошi (1)-(3) має
мiсце нерiвнiсть

E

{
sup

tk≤t≤tk+1

||xt||2
}
≤ 15(1 + 4L)e5L(1+4L)(tk+1−tk)2 ·

·(E{
x2(tk)

}
+ 2c2(tk+1 − tk)). (10)

¤ Доведення. При всiх t ∈ [tk, tk+1), tk ≥ 0,
легко записати нерiвнiсть

||xt|| ≤ |x(tk)|+
t∫

tk

|a(τ, y, xτ )− a(τ, y, 0)|dτ+

+

t∫

tk

||a(τ, y, 0)||dτ +

t∫

tk

|b(τ, y, xτ )− b(τ, y, 0)|dw(τ)+

+

t∫

tk

|b(τ, y, 0)|dw(τ).

Пiднiсши до квадрата лiву i праву частини
одержаної нерiвностi, обчислюючи sup вiд одер-
жаного виразу, використовуючи нерiвнiсть Кошi-
Буняковського i нерiвнiсть для оцiнки умовного ма-
тематичного сподiвання вiд квадрата супремума iн-
теграла Вiнера-Iто, враховуючи (4), (5), одержимо

E

{
sup

tk≤t≤tk+1

||xt||2
}
≤ 5

[
E{x2(tk)}+ 2c2(tk+1 − tk)+

+(L(tk+1 − tk) + 4L2(tk+1 − tk))·

· E


 sup

tk≤t≤tk+1

tk∫

tk

||xτ ||2dτ






 .

Далi, застосовуючи нерiвнiсть Гронулла, легко
побачити, що

E

{
sup

tk≤t≤tk+1

||xt||2/Ftk

}
≤ 5(E{x2(tk)}+

+2c2(tk+1 − tk))e5L(1+4L)(tk+1−tk)2 .

Для t = tk+1 сильний розв’язок системи (1)–(3),
очевидно, повинен задовольняти нерiвнiсть

E{|x2
tk+1

/Ftk
|} ≤ 3[E{|x2(tk+1−)/Ftk

|}+

+2E{|g(tk+1, ξ(tk+1−), ηk+1, xk+1)−
−g(tk+1, ξ(tk+1−), ηk+1, 0)|2/Ftk

}+
+2E{|g(tk+1, ξ(tk+1−), ηk+1, 0)|2/Ftk

}] ≤

≤ 3[(1 + 2L)E

{
sup

tk≤t≤tk+1

|x(t)|2/Ftk

}
+ 2c2].

Об’єднуючи двi останнi нерiвностi, одержимо по-
трiбну нерiвнiсть (10) леми. ¥

Зауваження 1. В подальшому вважатимемо,
що c = 0 в (10), а також

k0 =
{

sup{k ∈ |tk ≤ t0|}, t0 ≥ t1,
0, t ∈ [0, t1}
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Теорема 1. Нехай:

1) 0 < |tk+1 − tk| ≤ ∆, k ≥ 0, ∆ > 0;

2) виконується умова Лiпшиця (4);

3) iснують послiдовностi функцiоналiв Ляпунова-
Красовського νk(y, h, ϕ) i ak(y, h, ϕ), k ≥ 0 такi, що
на пiдставi системи правильна нерiвнiсть

lνk(y, h, ϕ) ≤ −ak(y, h, ϕ). (11)

Тодi сильний розв’язок системи випадкової стру-
ктури (1), (3) iз зовнiшнiми збуреннями типу
ланцюга Маркова (2) асимптотично стохастично
стiйкий в цiлому.

¤ Доведення. Позначимо через Ftk
– мiнiмаль-

ну σ-алгебру, вiдносно якої вимiрнi ξ(t) при всiх
t ∈ [t0, tk] i ηn при n ≤ k. Тодi умовне математичне
сподiвання можна обчислити за формулою [11]

E{νk+1(ξ(tk+1), ηk+1, xtk+1)/Ftk
} =

=
∫

Y×H×D

Pk(y, h, ϕ)(du×dz×dl)νk+1(u, z, l)

∣∣∣∣∣ y = ξ(tk)
h = ηk

ϕ = xtk

.

(12)
У цьому випадку за означенням дискретного опера-
тора Ляпунова (lνk)(y, h, ϕ) з рiвностi (12) одержимо,
враховуючи (11), нерiвнiсть

E{νk+1(ξ(tk+1), ηk+1, xtk+1)/Ftk
} = νk(ξ(tk), ηk, xtk

)+

+(lνk)(ξ(tk), ηk, xtk
) ≤ ν(||xtk

||). (13)

З рiвностi (10) (за нерiвнiстю Ляпунова для мо-
ментiв [10] – з iснування другого моменту випливає
iснування першого моменту) i властивостей функцiї
ν випливає iснування умовного математичного спо-
дiвання лiвої частини нерiвностi (13).

Тепер, на основi (12), запишемо дискретний опе-
ратор Ляпунова (lνk)(ξ(tk), ηk, xtk

) вздовж розв’язкiв
(1)-(3).

(lνk)(ξ(tk), ηk, xtk
) = E{νk+1(ξ(tk+1), ηk+1, xtk+1)/Ftk

}−

−νk(ξ(tk), ηk, xtk
) ≤ −ak(ξ(tk), ηk, xtk

) ≤ 0. (14)

Тодi при k ≥ 0 виконується нерiвнiсть

E{νk+1(ξ(tk+1), ηk+1, xtk+1)/Ftk
} ≤

≤ νk(ξ(tk), ηk, xtk
).

Тодi, за означенням супермартингала [10], послi-
довнiсть випадкових величин {νk(ξ(tk), ηk, xtk

)} при
k ∈ N утворює супермартингал вiдносно Ftk

[7].
Далi, взявши математичне сподiвання вiд обох ча-

стин нерiвностi (14) i просумувавши за k вiд n ≥ k0

до N , одержимо

E{νN+1(ξ(tN+1), ηN+1, xtN+1)}−E{νn(ξ(tn), ηn, xtn)} =

=
N∑

k=n

E{lνk(ξ(tk), ηk, xttk
)}

≤ −
N∑

k=n

E{ak(ξ(tk), ηk, xttk
)} ≤ 0. (15)

Потiм маємо

P
{

sup
t≥t0

||xt(t0, y, h, ϕ)|| > ε1

}
=

= P

{
sup
n∈N

sup
tk0+n−1≤t≤tk0+n

||xt(t0, y, h, ϕ)|| > ε1

}
≤

≤
{

sup
n∈N

||xtk0+n−1(t0, y, h, ϕ)|| > ε1

}
≤ (16)

≤
{

sup
n∈N

νtk0+n−1(ξ(tk0+n−1), ηk0+n−1, xk0+n−1) ≥

≥ ν(ε1)
}

,∀ε1 > 0.

Дiйсно, якщо sup ||xtk
|| ≥ r, то на основi (8) вико-

нується нерiвнiсть

sup
k≥k0

νk(ξ(tk), ηk, xtk
) ≥ inf

k≥k0,y∈Y
h∈H,|x|≥r

νk(y, h, ϕ) = ν(r).

Тепер скористаємось вiдомою нерiвнiстю для не-
вiд’ємних супермартингалiв [10] для оцiнки правої
частини (16):

P
{

sup
n∈N

νtk0+n−1(ξ(tk0+n−1), ηk0+n−1, xk0+n−1) ≥

≥ ν(ε1)
}
≤ 1

ν(ε1)
νk0(y, h, ϕ)

ν(||ϕ||)
ν(ε1)

. (17)

Враховуючи нерiвнiсть (16), нерiвнiсть (17) дає
можливiсть гарантувати нерiвнiсть виконання нерiв-
ностi

P
{

sup
t≥t0

||xt(t0, y, h, ϕ)|| > ε1

}
< ε2, ∀ε1 > 0, ε2 > 0,

а це означає, що система (1)–(3) стiйка за ймовiрнi-
стю в цiлому.

З нерiвностi (15) випливає оцiнка

E{νN+1(ξ(tN+1), ηN+1, xtN+1)} ≤ νk0(y, h, ϕ)−

=
N∑

k=k0

E{ak(ξ(tk), ηk, xtνk
)} ≤ νk0(y, h, ϕ). (18)

при всiх N ≥ k0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D.
На пiдставi того, що послiдовнiсть {ak}, k ≥ 0, є

функцiоналами Ляпунова-Красовського, iснують не-
перервнi строго монотоннi функцiї a(r) i a(r), такi,
що

a(||ϕ||) ≤ ak(y, h, ϕ) ≤ a(||ϕ||),
для ∀k ∈ N, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D, a(0) = a(0) = 0.

Отже, iз збiжностi ряду у (18) випливає збiжнiсть
ряду

∞∑

k=k0

E{ak(||xtk
(t0, y, h, ϕ)||)}
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для
∀t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D.

Тодi в силу неперервностi a(r) i рiвностi a(0) = 0
матимемо

lim
k→∞

||xtk
(t0, y, h, ϕ)|| = 0. (19)

З (19) випливає прямування до нуля за ймовiрнiстю
послiдовностi ν(||xtk

(t0, y, h, ϕ)||) при k →∞ для всiх
∀t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D.

Отже, з властивостей функцiоналiв Ляпунова-
Красовського [7, 10] робимо висновок, що невiд’єм-
ний супермартингал νk(ξ(tk), ηk, xtk

) при k →∞ пря-
мує до нуля за ймовiрнiстю при всiх реалiзацiях про-
цесу ξ(t) ≡ ξ(t, ω) i послiдовностi {ηk}, k ≤ 1.

Далi, невiд’ємний обмежений зверху супермар-
тингал має границю з iмовiрнiстю одиниця [13]. Тодi,
використовуючи (10), одержимо

lim
k→∞

P
{

sup
t≥T

||xtk
(t0, y, h, ϕ)|| > ε

}
= 0,

при всiх y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D i T ≥ t0 ≥ 0, що означає,
асимптотичну стохастичну стiйкiсть в цiлому силь-
ного розв’язку системи (1)–(3). Теорема 1 доведена.
¥

Як наслiдок теореми 1 випливає твердження.

Теорема 2. Нехай:
1) виконуються умови 1), 2) теореми 1;
2) на пiдставi системи (1)–(3) для послiдовностi
функцiоналiв Ляпунова-Красовського {νk, k ≥ 0} ви-
конується нерiвнiсть (lνk)(y, h, ϕ) ≤ 0 для ∀k ≥
0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ D.
Тодi динамiчна система випадкової структури (1)–
(3) стiйка за ймовiрнiстю в цiлому.

Теорема 3. Нехай:
1) виконуються умови 1) – 3) теореми 1;
2) функцiонали Ляпунова-Красовського {νk}, {ak}, k ≥
0, задовольняють нерiвностi ∀ϕ ∈ D:

c1||ϕ||2 ≤ νk(y, h, ϕ) ≤ c2||ϕ||2, (20)

c3||ϕ||2 ≤ ak(y, h, ϕ) ≤ c4||ϕ||2, (21)

при деяких ci > 0, i = 1, 4 для всiх k ≥ 0, y ∈ Y,
h ∈ H, ϕ ∈ D.
Тодi система випадкової структури (1)–(3) асим-
птотично стiйка в середньому квадратичному в цi-
лому.

¤ Доведення. Використовуючи нерiвнiсть (14)
для n = k0, на основi (20) легко одержати нерiвнiсть

E{||xtN+1 ||} ≤
1
c1

E{νN+1(ξ(tN+1)), ηN+1, xtN+1} ≤

≤ 1
c1
{νk0(ξ(tk0), ηk0 , ϕ)} ≤ c2

c1
||ϕ||2.

для всiх N ≥ k, k0 ∈ N, ϕ ∈ D i початкових розподi-
лах вектора {ξ(tk0), ηk0}. Тому, можна стверджувати,
що виконується нерiвнiсть

E{||xt(t0, y, h, ϕ)||2} < ε, ∀ε > 0,

а це означає, що система (1)–(3) стiйка в середньо-
му квадратичному. Далi, використовуючи нерiвностi
(15), (20), (21), можемо одержати нерiвнiсть

N∑

k=k0

E{||xtN+1 ||2} ≤
1
c3

N∑

k=k0

E{ak(ξ(tk), ηk, xtνk
)} ≤

≤ 1
c3

E{νk0(ξ(tk0), ηk0 , ϕ)} ≤ c2

c3
||ϕ||2.

Ця нерiвнiсть гарантує збiжнiсть ряду, членами яко-
го виступають E{||xtN+1 ||2} для будь-яких початко-
вих даних xtk0

= ϕ i початкових розподiлiв випадко-
вого вектора {(ξ(tk0), ηk0}.

Отже,

lim
k→∞

sup
y∈Y,h∈H

E{||xtk
(t0, y, h, ϕ)||2} = 0,

при всiх t0 ≥ 0, що i доводить теорему 3. ¥

Наслiдок 1. Якщо виконуються умови теоре-
ми 2 i виконується нерiвнiсть (20), тодi тривiальний
розв’язок динамiчної системи випадкової структури
(1)–(3) стiйкий в середньому квадратичному в цiло-
му.

Висновки

Знайдено достатнi умови асимптотичної стiйко-
стi в середньому квадратичному в цiлому сильного
розв’язку дифузiйних стохастичних диференцiально-
функцiональних рiвнянь зi скiнченною пiслядiєю з
урахуванням як внутрiшнiх марковських параме-
трiв, так i зовнiшнiх збурень типу ланцюга Маркова.
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ОТДЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ
СЛУЧАЙНОЙ СТРУКТУРЫ С КОНЕЧНЫМ ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ

С УЧЕТОМ ВНЕШНИХ МАРКОВСКИХ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ
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Использован аппарат функционалов Ляпунова–Красовского для исследования ас-
симптотической стохастической устойчивости в целом, ассимптотической устойчивости
в среднем квадратическом в целом сильного решения дифузионных стохастических
дифференциально-функциональных уравнений с конечным последействием с учётом как
внутренних марковских параметров, так и внешних возмущений типа цепи Маркова.
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