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У межах модифiкованої моделi протонного впорядкування з врахуванням тунелювання

протонiв на водневих зв’язках та лiнiйних за деформацiями ε6, ε4 i ε5 внескiв в енергiю
протонної системи в наближеннi молекулярного поля розраховано термодинамiчнi, дiеле-
ктричнi, п’єзоелектричнi, пружнi, а в межах методу Блоха i динамiчнi характеристики
сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. Показано, що запропонована теорiя дозволяє досягнути
доброго узгодження теоретичних результатiв з експериментальними даними для KH2PO4

i RbH2PO4 лише в парафазi.
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I. Вступ

Cегнетоелектрики типу KH2PO4 у парафазi кри-
сталiзуються в класi 4̄ · m тетрагональної сингонiї
(просторова група I 4̄2d з нецентросиметричною то-
чковою групою D2d) i тому вони мають п’єзоелектри-
чнi властивостi. У разi прикладання вiдповiдних еле-
ктричних полiв i зсувних напруг певної симетрiї є
можливiсть вивчати значення п’єзоелектричних вза-
ємодiй у фазовому переходi та їхнiй вплив на фiзичнi
характеристики цих кристалiв.

Фундаментальнi результати для деформованих
сегнетоактивних сполук типу KH2PO4 були отрима-
нi в роботах [1]–[9]. У цих роботах вперше було мо-
дифiковано модель протонного впорядкування для
цих кристалiв, враховуючи лiнiйнi за деформацiєю
ε6, ε4 i ε5 внески в енергiю протонної системи. У
межах цiєї моделi в наближеннi чотиричастинково-
го кластера за короткосяжними i середнього поля за
далекосяжними взаємодiями розраховано поздовжнi
i поперечнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi
характеристики сегнетоелектрикiв типу KH2PO4.
Динамiка протонної пiдсистеми врахована в ме-
жах глауберiвського пiдходу i пов’язана з ньюто-
нiвською динамiкою зсувних деформацiй. Отриманi
вирази для компонент тензора динамiчної дiелект-
ричної проникностi, модуля пружностi, п’єзоелект-
ричних модулiв, а також швидкостей i коефiцiєнтiв
поглинання звуку дослiджуваних кристалiв. Прове-

дено ґрунтовний числовий аналiз отриманих резуль-
татiв, знайдено оптимальнi набори параметрiв теорiї,
якi забезпечують в наближеннi середнього кристала
добрий кiлькiсний опис вiдповiдних експерименталь-
них даних для сегнетоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4

навiть без явного врахування тунелювання протонiв
на водневих зв’язках.

З iншого боку, у деяких роботах [10]–[14], вико-
ристовуючи простi моделi з врахуванням тунелюва-
ння протонiв на водневих зв’язках у межах мето-
ду рiвнянь Блоха в наближеннi молекулярного поля
(НМП) вивчались динамiчнi властивостi сегнетоеле-
ктрикiв типу KH2PO4. Пiзнiше [15] на основi методу
Блоха динамiчнi характеристики цих кристалiв були
розрахованi з явним врахуванням їх реальної струк-
тури. Варто вiдзначити, що в згаданих вище робо-
тах не була врахована п’єзоелектрична взаємодiя, що
ставить пiд сумнiв можливостi опису на належному
рiвнi на основi отриманих в [10]–[15] результатiв екс-
периментальних даних для сегнетоелектрикiв типу
KH2PO4. У зв’язку з цим у цiй роботi на основi за-
пропонованої модифiкованої моделi протонного впо-
рядкування з врахуванням тунелювання протонiв на
водневих зв’язках i їх реальної структури в НМП роз-
раховано термодинамiчнi, а в межах методу Блоха
i динамiчнi характеристики сегнетоелектрикiв типу
KH2PO4. Встановлено, що запропонована теорiя дає
змогу досягнути доброго узгодження теорiї з експе-
риментом лише для парафази.
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II. Постановка задачi. Наближення
молекулярного поля

Розглядатимемо систему протонiв у сегнетоеле-
ктриках типу KH2PO4, якi рухаються на O − H...O
зв’язках. Примiтивну комiрку гратки Браве в цих
кристалах утворюють два сусiднi тетраедри PO4 з
чотирма водневими зв’язками (f = 1, 2, 3, 4), якi на-
лежать до одного з них (тетраедра типу “А”). Водне-
вi зв’язки, що пiдходять до другого тетраедра (типу
“В”), належать чотирьом найближчим структурним
елементам, якi його оточують.

Гамiльтонiан протонної системи KH2PO4 з враху-
ванням зсувних напруг σj (j = 4, 5, 6), якi спричи-
няють деформацiї εj i у разi прикладення зовнiшнiх
електричних полiв Ei (i = 1, 2, 3), якi напрямленi
вздовж кристалографiчних осей a, b, c, має такий ви-
гляд:

Ĥ = NkBH(0) + ĤS1, (2.1)

де

Ĥ(0) =
v

2
cE0
44 ε2

4 +
v

2
cE0
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v

2
cE0
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Доданки в (2.2) вiдповiдають “затравочнiй” ча-
стинi гамiльтонiана, яка не залежить вiд псевдоспiно-
вої системи i вiдповiдає гратцi. “Затравочна” енергiя
мiстить пружну, п’єзоелектричну i дiелектричну ча-
стини, якi виражаються через деформацiї εj та еле-
ктричнi поля Ei, а cE0

jj , e0
ij , χε0

ii – так званi “затраво-
чнi” пружнi сталi, коефiцiєнти п’єзоелектричної на-
пруги та дiелектричної сприйнятливостi, N – кiль-
кiсть примiтивних комiрок, v = v̄kB – об’єм примi-
тивної комiрки, kB – стала Больцмана. Першi два
доданки в (2.3) описують ефекти тунелювання про-
тонiв на O −H...O зв’язках та протон-протоннi вза-
ємодiї. ~Ω – енергiя тунелювання протонiв, яка не
залежить вiд деформацiї зсуву εj ; σx

qf , σz
qf – опера-

тори псевдоспiна протона, якi вiдповiдають протону,
що перебуває в q-iй комiрцi на f -му зв’язку. Наступнi
доданки описують п’єзоелектричний ефект i взаємо-
дiї псевдоспiнiв iз зовнiшнiми електричними полями;
ψfi+3 – параметри деформацiйного поля, причому

ψ14 = −ψ34 = ψ4, ψ24 = ψ44 = 0, −ψ25 = ψ45 = ψ5,
ψ15 = ψ35 = 0, ψ16 = ψ26 = ψ36 = ψ46 = −ψ6.

У (2.3) µfi – ефективний дипольний момент во-
дневого зв’язку, його компоненти задовольняють та-

кi спiввiдношення:

µ11 = −µ31 = µ1 cos γ, µ21 = −µ41 = µ2 sin γ,
−µ12 = µ32 = µ2 sin γ, −µ22 = µ42 = µ2 cos γ,
µ13 = µ23 = µ33 = µ43 = µ3.

Надалi пiд час розрахункiв фiзичних характери-
стик сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 обмежимось
наближенням молекулярного поля. Здiйснивши то-
тожне перетворення,

σz
qf = ηz

f + (σz
qf − ηz

f ), ηz
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〈
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〉
,

нехтуючи квадратичними флуктуацiями i враховую-
чи симетрiйнi властивостi взаємодiї Jff ′ , представи-
мо вихiдний гамiльтонiан (2.1) у виглядi

Ĥ = NkBU + ĤS , (2.4)

де
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В (2.5)
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4
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4
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4
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,

а Jff ′ =
∑

Ra−R′a

Jff ′(qq′) – Фур’є-образ константи вза-

ємодiї мiж протонами при ~k = 0;
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Тепер розрахуємо в наближеннi молекулярного
поля середнi значення псевдоспiнiв:

ηx
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2Ω̄
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thβHf , ηy = 0, ηz
f =

Hz
f

Hf
th

β

2
Hf , (2.7)

де
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} 1

2
.

Вiдзначимо, що при Ei = 0 i σj = 0

ηx
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,
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νc = ν1 + 2ν2 + ν3.

Така сама симетрiя середнiх значень псевдоспiнiв
i у разi прикладання поля E3 i напруги σ6:

ηx(3) =
2Ω̄

H(3)
th

β

2
H(3), ηz(3) =

Hz(3)
H(3)

th
β

2
H(3),

(2.9)

H(3) =
{(

2Ω̄
)2 + [2νcη

z(3)− 2ψ6ε6 + µ3E3]
2
} 1

2
.

Аналогiчнi вирази для середнiх значень псев-
доспiнiв без врахування п’єзоелектричної взаємодiї
отриманi в роботi [11] при 2Ω̄ = ΩB i µ3 = 2µB , а
в роботах [16, 17] дещо iншi вирази. У разi прикла-
дання до кристала поля E1 i механiчної напруги σ4

отримано такi результати:
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νa = ν1 − ν3.

Якщо до кристала прикладено електричне поле
E2 або механiчна напруга σ5, то
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III. Термодинамiчнi характеристики

Для розрахунку дiелектричних, п’єзоелектри-
чних та пружних характеристик кристалiв типу
KH2PO4 використаємо термодинамiчний потенцiал
Гiббса в розрахунку на одну комiрку, отриманий в
наближеннi молекулярного поля:
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з термодинамiчного потенцiалу (3.1) отримуємо на-
пруги σj (рiвняння для деформацiй εj)
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а також вирази для поляризацiй Pi:
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Враховуючи вирази (2.7) i (3.4), розраховуємо
компоненти iзотермiчної статистичної дiелектричної
сприйнятливостi СОАФ у разi механiчно затиснутого
кристала. У сегнетоелектричнiй фазi отримано такi
результати:
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Тут використано такi позначення:
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1− th2 β

2
H0

]
,
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sin ϑ0 =
2Ω̄
H0

, cos ϑ0 =
Hz

0

H0
.

У параелектричнiй фазi маємо:

χTε
11p(0) = χTε

22p(0) = χε0
11 + v̄

µ2
1

v2

1
T

2thβΩ̄
β2Ω̄− β2νathβΩ̄

,

(3.5)

χTε
33p(0) = χε

33 + v̄
µ2

3

v2

1
T

2thβΩ̄
β2Ω̄− β2νcthβΩ̄

.

Вираз для χTε
33p(0) узгоджується з отрима-

ним спiввiдношенням для поздовжньої статичної
сприйнятливостi у роботi [11]. Структурно спiвпада-
ють спiввiдношення (3.4) i (3.5) iз результатами робiт
[16, 17], але в цих роботах вираз H0 дещо iнший.

На основi (2.7) i (3.4) знаходимо вирази для iзо-
термiчних коефiцiєнтiв п’єзоелектричної напруги в
сегнетоелектричнiй фазi:

eT
14S = e0

14 +
µ1 cos γ

v
ψ̃4f

Tε
11S(0), (3.6)

eT
25S = e0

25 +
µ2 cos γ

v
ψ̃5f

Tε
22S(0),

eT
36S = e0

36 −
µ3

v
2ψ̃6f

Tε
33s(0), ψ̃j =

ψj

kB
.

У параелектричнiй фазi отриманi такi результа-
ти:

eT
14p = e0

14 +
µ1

v
ψ̃4

1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2νathβΩ̄

,

eT
25p = e0

25 +
µ2

v
ψ̃5

1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2νathβΩ̄

,

eT
36p = e0

36 − 2
µ3

v
ψ̃6

1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2νcthβΩ̄

.

Диференцiюючи спiввiдношення (3.4) за деформа-
цiєю εj за сталої поляризацiї, отримаємо вирази для

iзотермiчних сталих п’єзоелектричної напруги

hT
14 =

eT
14

χεT
11

, hT
25 =

eT
25

χεT
22

, hT
36 =

eT
36

χεT
33

. (3.7)

Розрахуємо внесок протонної системи в iзотермi-
чну пружну сталу. Зi спiввiдношення (3.2) знаходи-
мо, що в сегнетоелектричнiй фазi

cET
44S = cE0

44 +
2ψ̃2

4

v̄
fTε
11S(0),

cET
55S = cE0

55 +
2ψ̃2

5

v̄
fTε
22S(0),

cET
66S = cE0

66 −
4ψ̃2

6

v̄
fTε
33s(0), (3.8)

а в параелектричнiй

cET
44P = cE0

44 +
2ψ̃2

4

v̄

1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2νathβΩ̄

,

cET
55P = cE0

55 +
2ψ̃2

5

v̄

1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2νathβΩ̄

,

cET
66P = cE0

66 −
4ψ̃2

6

v̄

1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2νcthβΩ̄

.

Пружнi iзотермiчнi сталi у разi сталої поляризацiї

cPT
jj = cET

jj + eT
ijh

T
ij . (3.9)

Визначаючи iз виразiв (3.2) деформацiї εj i пiд-
ставляючи їх у (3.1), отримуємо електричну функцiю
Гiббса. Використовуючи отриманi на її основi рiвнян-
ня стану, можна розрахувати такi характеристики
кристала:

компоненти iзотермiчної статичної дiелектричної
сприйнятливостi механiчно вiльного кристала

χσT
11S(0) = χσ0

11 +
v̄

4v2

[(
µ1 cos γ + 2ψ4d

0
14

)2
+ µ2

2 sin2 γ
]
fTσ
11S(0),

χσT
22S(0) = χσ0

22 +
v̄

4v2

[
µ2

1 sin2 γ +
(
µ2 cos γ + 2ψ5d

0
25

)]
fTσ
22S(0), (3.10)

χσT
33s(0) = χσ0

33 +
v̄

v2

(
µ3 − 2ψ6d

0
36

)2
fTσ
33s(0),

де використанi такi позначення:

fTσ
11S(0) =

1
T

æσ
0

1− β2ν̄a4æσ
0

, fTσ
22S(0) =

1
T

æσ
0

1− β2ν̄a5æσ
0

, fTσ
33s(0) =

1
T

2æσ
0

1− β2ν̄cæσ
0

,

ν̄a4 = 2νa + 4
ψ2

4

v
sE0
44 , ν̄a5 = 2νa + 4

ψ2
5

v
sE0
55 , 2ν̄c = 2νc + 8

ψ2
6

v
sE0
66 , æσ

0 = ρ̄0 sin2 ϑ̄0 + λ̄0 cos2 ϑ̄0,

ρ̄0 =
thβ

2 H̄0

βH̄0
, λ̄0 =

1
2

[
1− th2 β

2
H̄0

]
, sin ϑ̄0 =

2Ω̄
H̄0

, cos ϑ̄0 =
H̄z

0

H̄0
. H̄0 =

√
(
2Ω̄

)2 +
{(

2νc + 8
ψ2

c

v
sE0
66

)
η
(z)
s

}2

,

χσT
11p(0) = χσ0

11 +
v̄

4v2

(
µ1 + 2ψ4d

0
14

)2 1
T

thβΩ̄

β2Ω̄− β
(
2νa + 4ψ2

4
v sE0

44

)
thβΩ̄

,

χσT
22p(0) = χσ0

22 +
v̄

4v2

(
µ2 + 2ψ5d

0
25

)2 1
T

thβΩ̄

β2̄Ω− β
(
2νa + 4ψ2

5
v sE0

55

)
thβΩ̄

, (3.11)
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χσT
33p(0) = χσ0

33 +
v̄

v2

(
µ3 − 2ψ6d

0
36

)2 1
T

thβΩ̄

β2Ω̄− β(2νc + 8ψ2
6

v sE0
66 )thβΩ̄

;

iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної дефор-
мацiї dT

ij

dT
14S=d0

14+
(
µ1 cos γ+2ψ4d

0
14

)
ψ̃4s

E0
44 fTσ

11S(0),

dT
25S=d0

25+
(
µ2 cos γ+2ψ5d

0
25

)
ψ̃5s

E0
55 fTσ

22S(0), (3.12)

dT
36S=d0

36−2
(
µ3−2ψ6d

0
36

)
ψ̃6s

E0
66 fTσ

33s(0);

iзотермiчнi сталi п’єзоелектричної деформацiї gT
ij

gT
ij =

dT
ij

χσT
ii

; (3.13)

iзотермiчнi податливостi

sET
44S = sE0

44 + 2
ψ̃2

4

v̄
(sE0

44 )2fTσ
11S(0), (3.14)

sET
55S = sE0

55 + 2
ψ̃2

5

v̄
(sE0

55 )2fTσ
22S(0),

sET
66S = sE0

66 + 4
ψ̃2

6

v̄
(sE0

66 )2fTσ
33s(0),

sET
44p = sE0

44 + 2
ψ̃2

4

v̄

(
sE0
44

)2 1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2ν̄a4thβΩ̄

,

sET
55S = sE0

55 + 2
ψ̃2

5

v̄

(
sE0
55

)2 1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2ν̄a5thβΩ̄

, (3.15)

sET
66S = sE0

66 + 4
ψ̃2

6

v̄

(
sE0
66

)2 1
T

thβΩ̄
β2Ω̄− β2ν̄cthβΩ̄

.

Молярна ентропiя кристалiв типу KH2PO4, що
зумовлена протонною системою, має вигляд

Sµ = −R

(
∂g

∂T

)

Ei,σi

=

= 2R

{
ln 2+ln ch

β

2
H0−β

2
H0th

β

2
H0

}
,(3.16)

Молекулярну теплоємнiсть кристала, яка зумов-
лена його протонною системою, за сталої напруги об-
числимо, безпосередньо диференцiюючи ентропiю.

При температурi T = Tc обернена дiелектрична
сприйнятливiсь вiльного кристала

(
χσT

33p(0)
)−1 = 0, i

тодi рiвняння для температури фазового Tc має та-
кий вигляд:

2˜̄Ω

2ν̃c + 8 ψ̃2
6

v̄ sE0
66

= th
˜̄Ω
Tc

,

(
˜̄Ω =

Ω̄
kB

)
. (3.17)

Якщо не враховувати п’єзоелектричну взаємодiю
(ψ̃6 = 0), то вираз для Tc (3.17) узгоджується iз ви-
разом, отриманим в роботi [11], i не спiвпадає iз на-
веденим рiвнянням в роботах [16, 17].

IV. Динамiка псевдоспiнiв механiчно
затиснутого кристала KH2PO4

Розглядатимемо рух псевдоспiнiв щодо молеку-
лярного поля в наближеннi хаотичних фаз (НХФ),
коли ефективним загасанням можна знехтувати. Не-
обхiдно вiдзначити, що НХФ є узагальненням НМП
на випадок задач iз часовою залежнiстю. Надалi пiд
час розгляду динамiки KH2PO4 використовуватиме-
мо методику, яка розвинута в [11].

Розглянемо вiдгук псевдоспiнової системи на ма-
ле зовнiшнє електричне поле Eiqt = Eiqe

iωt, яке зале-
жить вiд часу i просторових координат. Тодi гамiль-
тонiан ĤS також залежить вiд часу, i будуть часоза-
лежними середнi значення псевдоспiнових операто-
рiв.

Гейзенберiвське рiвняння руху для середнiх зна-
чень псевдоспiнових операторiв мають такий ви-
гляд:

~
d〈~σqf 〉

dt
= −i〈

[
~σqf , ĤS

]
〉, ĤS = −

∑

qf

~Hqf
~σqf

2
. (4.1)

Тут використано такi позначення:

Hz
q1 =

1
2

∑

q′f ′
Jff ′(qq′)〈σz

q′f ′〉 − 2ψ6ε6 + 2ψ4ε4 + µ3E3q + µ1 cos γE1q − µ1 sin γE2q,

Hz
q2 =

1
2

∑

q′f ′
Jff ′(qq′)〈σz

q′f ′〉 − 2ψ6ε6 −−2ψ5ε5 + µ3E3q + µ2 sin γE1q − µ2 cos γE2q,

Hz
q3 =

1
2

∑

q′f ′
Jff ′(qq′)〈σz

q′f ′〉 − 2ψ6ε6 − 2ψ4ε4 + µ3E3q − µ1 cos γE1q + µ1 sin γE2q,

Hz
q4 =

1
2

∑

q′f ′
Jff ′(qq′)〈σz

q′f ′〉 − 2ψ6ε6 + 2ψ5ε5 + µ3E3q − µ2 sin γE1q + µ2 cos γE2q.
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Iз врахуванням (4.2) рiвняння руху (4.1) набуває
такого вигляду:

~
d〈~σqf 〉

dt
= 〈~σqf 〉 × ~Hqf . (4.2)

Подамо 〈~σqf 〉 у виглядi суми двох доданкiв: стало-
го члена ~ηf , що дорiвнює середньому значенню псев-

доспiна в НМП, i залежного вiд часу малого вiдхи-
лення вiд згаданого результату НМП, тобто

〈~σqf 〉 = ~ηf + 〈~σqf 〉t. (4.3)

Аналогiчно

~Hqf = ~Hf + ~Hqft, (4.4)

де

~Hq1
3t = {0, 0,

1
2

∑

q′f ′
Jff ′(qq′)〈σz

q′f ′〉t + µ3E3qt ± µ1 cos γE1qt ∓ µ1 sin γE2qt},

~Hq1
3t = {0, 0,

1
2

∑

q′f ′
Jff ′(qq′)〈σz

q′f ′〉t + µ3E3qt ± µ2 sin γE1qt ∓ µ2 cos γE2qt}.

Рiвняння руху (4.2) з врахуванням виразiв (4.3) i
(4.2) можуть бути лiнеаризованi, якщо залишити ли-
ше члени, якi лiнiйнi за вiдхиленнями 〈~σz

qf 〉t i ~Hqft:

~
d

dt
〈~σqf 〉t = 〈~σqf 〉t × ~Hf + ~ηf × ~Hqft. (4.5)

Доданок ~ηf× ~Hqft тотожно дорiвнює нулю, оскiль-
ки середнє значення псевдоспiна орiєнтоване вздовж
напрямку молекулярного поля.

У результатi, враховуючи вирази ~Hf i ~Hqft, отри-
муємо таку систему рiвнянь:

~
d

dt
〈σx

qf 〉t = Hz
f 〈σy

qf 〉t,

~
d

dt
〈σy

qf 〉t = −Hz
f 〈σx

qf 〉t + 2Ω̄〈σz
qf 〉t − ηx

f Hz
qft,(4.6)

~
d

dt
〈σz

qf 〉t = −2Ω̄〈σy
qf 〉t.

Отже, ми отримали систему 12N лiнiйних рiв-
нянь, якi зв’язують амплiтуди флуктуацiй псевдоспi-
нiв щодо молекулярного поля з амплiтудами зовнi-
шнiх електричних полiв, якi залежать вiд часу. Ця
система може бути зведена до N систем 12 рiвнянь
для заданого хвильового вектора ~k за допомогою пе-
ретворення Фур’є:

〈~σf (~k)〉t = 1√
N

∑
q
〈~σqf 〉te−i~k ~Rq ,

Eit(~k) = 1√
N

∑
q

Eiqte
−i~k ~Rq ,

Jff ′(~k) =
∑
q

Jff ′(q − q′)e−i~k(~Rq−~R′q).

(4.7)

Iз системи рiвнянь (4.6) з врахуванням (4.7) зна-
ходимо для KH2PO4 при ~k = 0 у разi прикладання
поздовжнього електричного поля E3(0) систему рiв-
нянь

~
d

dt



〈σx

33(0)〉t
〈σy

33(0)〉t
〈σz

33(0)〉t


=

=




0 c12 0
c21 0 c23

0 c32 0






〈σx

33(0)〉t
〈σy

33(0)〉t
〈σz

33(0)〉t


−µ3E3t(0)




0
c2

0


 , (4.8)

де використанi такi позначення:

c12 = 2νc(0)ηz
s − 2ψ6ε6,

c21 = − [2νc(0)ηz
s − 2ψ6ε6] ,

c23 = 2Ω̄− 2νc(0)ηx
s , c2 = ηx

s ,
c32 = −2Ω.

У сегнетоелектриках типу лад-безлад, а отже i в
KH2PO4, важливим є ефект загасання i рух псевдо-
спiна в напрямку молекулярного поля, якi не врахо-
ванi в НХФ. Цi фактори беремо до уваги, додаючи
феноменологiчнi релаксацiйнi члени в рiвняннях ру-
ху в НХФ [11]. Ця методика аналогiчна використан-
ню рiвняння Блоха в теорiї магнiтного резонансу.

Допустимо iснування двох рiзних часiв релакса-
цiї Т1 i Т2, якi описують релаксацiю компонент па-
ралельних (〈~σqf 〉′′) i перпендикулярних (〈~σqf 〉⊥) до
напрямку миттєвого молекулярного поля

~sqf =
~Hqf

Hqf
. (4.9)

Рiвняння руху “блохiвського” типу мають такий
вигляд:

~
d

dt
〈~σqf 〉=〈~σqf 〉 × ~Hqf− 1

T1

[〈~σqf 〉′′−〈~σqf 〉′′
]−

− 1
T2

[〈~σqf 〉⊥−〈~σqf 〉⊥
]
, (4.10)

а компоненти паралельних та перпендикулярних
псевдоспiнiв визначенi рiвняннями:

〈~σqf 〉′′ = ~P ′′q 〈~σqf 〉 = ←
sqf

{
←
sqf 〈~σqf 〉

}
=

=~i

{
(Hx)2

Hqf
〈σx

qf 〉+
HxHz

qf

Hqf
〈σz

qf 〉
}

+ ... +

+~k

{
HxHz

qf

Hqf
〈σx

qf 〉+
(Hz

qf )2

Hqf
〈σz

qf 〉
}

,

〈~σqf 〉⊥ = ~P⊥q 〈~σqf 〉 = 〈~σqf 〉 − 〈~σqf 〉′′, (4.11)

де Hx = 2Ω̄, Hz
qf = Hz

f +Hz
qft, а ~P

′′
q i ~P⊥q – оператори

проекцiї, паралельної i перпендикулярної до напрям-
ку миттєвого молекулярного поля.
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Вважатимемо, що псевдоспiни релаксують до за-
лежної вiд часу квазiрiвноваги, що визначається мит-
тєвим значенням молекулярного поля. Квазiрiвнова-
жне середнє 〈~σqf 〉 при цьому подаємо виразом

〈~σqf 〉 =
~Hqf

Hqf
th

β

2
Hqf . (4.12)

Рiвняння (4.10) описує прецесiю псевдоспiнiв нав-
коло миттєвого молекулярного поля i релаксацiю
взовж цього поля.

Розкладемо вираз (4.12) на статичну частину, яка
визначається температурним середнiм, i флюктуа-
цiйну частину:

〈~σqf 〉′′ = ~ηf + 〈~σqf 〉′′t ,

〈~σqf 〉⊥ = ~ηf + 〈~σqf 〉⊥t , (4.13)

〈~σqf 〉 = ~ηf + 〈~σqf 〉t.
Пiдставляючи вираз (4.3),(4.4) i (4.13) в (4.10) i

обмежуючись лiнiйними за вiдхиленнями доданками,
отримуємо, що:

~
d

dt
〈~σqf 〉t = 〈~σqf 〉t × ~Hqf + ~ηf

~Hqft −

− 1
T1

[〈~σqf 〉′′t−〈~σqf 〉′′t
]− 1

T2

[
〈~σqf 〉⊥t −〈~σqf 〉⊥t

]
. (4.14)

Флюктуацiйнi частини псевдоспiнiв в (4.14) ма-
ють такий вигляд:

〈σx
qf 〉′′t − 〈σx

qf 〉′′t = sin2 ϑfξx
qft + sin ϑf cosϑfξz

qft,

〈σy
qf 〉′′t − 〈σ̄y

qf 〉′′t = 0, (4.15)

〈σz
qf 〉′′t − 〈σ̄z

qf 〉′′t = sin ϑf cos ϑfξx
qft + cos2 ϑfξz

qft,

〈σx
qf 〉⊥t − 〈σx

qf 〉⊥t = cos2 ϑfξx
qft − sinϑft cosϑfξx

qft,

〈σy
qf 〉⊥t − 〈σ̄y

qf 〉⊥t = 0, (4.16)

〈~σz
qf 〉⊥t − 〈σ̄z

qf 〉⊥t = − sin ϑf cos ϑfξx
qft + sin2 ϑfξz

qft,

де

ξα
qft = 〈σα

qf 〉t − 〈σ̄α
qf 〉t, α = x, z,

〈σx
qf 〉t = β sin ϑf cos ϑf (λf − ρf )Hz

qft,

〈σz
qf 〉t = β(ρf sin2 ϑf + λf cos2 ϑf )Hz

qft.

Пiдставляючи вирази (4.15) i (4.16) в рiвняння
Блоха (4.14) i проводячи перетворення Фур’є (4.7),
отримуємо при ~k = 0 для часозалежних функцiй
〈~σ33(0)〉t таку систему рiвнянь у разi прикладення до
кристала сталого поздовжнього електричного поля:

~
d

dt



〈σx

33(0)〉t
〈σy

33(0)〉t
〈σz

33(0)〉t


=




c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33






〈σx

33(0)〉t
〈σy

33(0)〉t
〈σz

33(0)〉t


−βµ3E3t(0)




c1

c̄2

c3


 , (4.17)

де коефiцiєнти cij мають такий вигляд:

c11 = − 1
T1

sin2 ϑ0 − 1
T2

cos2 ϑ0,

c13 =− 1
T1

[1−β2νc(0)λ0] sin ϑ0 cos ϑ0+
1
T2

[1−β2νc(0)ρ3] sin ϑ0 cos ϑ0,

c1 = − 1
T1

λ0 sin ϑ0 cos ϑ0 +
1
T2

ρ0 sin ϑ0 cos ϑ0, c22 = − 1
T2

, c̄2 =
1
β

c2,

c31 = − 1
T1

sinϑ0 cos ϑ0 +
1
T2

sin ϑ0 cosϑ0,

c33 = − 1
T1

[1− β2νc(0)λ0] cos2 ϑ0 − 1
T2

[1− β2νc(0)ρ0] sin2 ϑ0,

c3 = − 1
T1

λ0 cos2 ϑ0 − 1
T2

ρ0 sin2 ϑ0.

Систему рiвнянь (4.17) зведемо до диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами 〈σz
33(0)〉t:

~3 d3

dt3
〈σz

33(0)〉t+mε
2~2 d2

dt2
〈σz

33(0)〉t+mε
1~

d

dt
〈σz

33(0)〉t+mε
0〈σz

33(0)〉t =

= βµ3E3t(0)
[
(iω̄)2m(2) + (iω̄)m(1) + m(0)

]
, (4.18)
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де використанi позначення

mε
2 = − [c11 + c22 + c33] ,

mε
1 =

∣∣∣∣
c33 c32

c23 c22

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

c33 c31

c13 c11

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

c22 c21

c12 c11

∣∣∣∣ , mε
0 = −

∣∣∣∣∣∣

c33 c32 c31

c23 c22 c21

c13 c12 c11

∣∣∣∣∣∣
, (4.19)

m(2) = −c3 , m(1) = −
(∣∣∣∣

c32 c3

c22 c̄2

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

c31 c3

c11 c1

∣∣∣∣
)

, m(0) = −
∣∣∣∣∣∣

c32 c31 c3

c22 c21 c̄2

c12 c11 c1

∣∣∣∣∣∣
.

Розв’язок рiвняння (4.18) має такий вигляд:

〈σz
33(0)〉t =

3∑

i=1

Cie
− t

τε
i3 + βµ3E3t(0)fε

33s(ω̄), (4.20)

де τε
i3 = − 1

qε
i3

– часи релаксацiї, а qε
i3 – коренi хара-

ктеристичного рiвняння

(qε
3)

3 + mε
2(q

ε
3)

2 + mε
1(q

ε
3) + mε

0 = 0. (4.21)

У (4.19)

fε
33s(ω̄) =

1
T

(iω̄)2m(2) + (iω̄)m(1) + m(0)

(iω̄)3 + (iω̄)2mε
2 + (iω̄)mε

1 + mε
0

.

У результатi, динамiчну дiелектричну сприйня-
тливiсть механiчно затиснутого кристала KH2PO4

знаходимо в такому виглядi:

χε
33s(ω̄) = χε0

33 + v̄
µ2

3

v2

1
T

fε
33s(ω̄) =

= χε0
33 +

χε
133

1 + iω̄τ ε
13

+
χε

233

1 + iω̄τ ε
23

+
χε

333

(1 + iω̄τ ε
23)2

,(4.22)

оскiльки числовий аналiз рiвняння (4.21) показує, що
воно має такi розв’язки: τ1, τ2 = τ3.

Вирази для χε
i33 знаходимо iз системи рiвнянь




(τ ε
23)

2 τε
13τ

ε
23 0

2τε
23 τε

13 + τε
23 τε

13

1 1 1







χε
133

χε
233

χε
333


 =

= v̄
µ2

3

v2

τε
13(τ

ε
23)

2

T




m(2)

m(1)

m(0)


 .

А комплексна дiелектрична проникнiсть механi-
чно затиснутого кристала KH2PO4 має такий вигляд:

ε′ε33s(ω̄) = εε0
33 +

4πχε
133

1 + (ω̄τ ε
13)2

+
4πχε

233

1 + (ω̄τ ε
23)2

+

+
4π[1− (ω̄τ ε

13)
2]χε

333

1 + 3(ω̄τ ε
23)2

,

ε′′ε33s(ω̄) =
4πχε

133ωτ ε
13

1 + (ω̄τε
13)2

+
4πχε

233ωτε
23

1 + (ω̄τ ε
23)2

−

−4πχε
3332ωτε

23

1 + 3(ω̄τ ε
23)2

.

V. Динамiчнi характеристики
механiчно вiльного кристала
KH2PO4

Розглянемо випадок коливань тонкої квадратної
пластинки кристала KH2PO4, яка вирiзана в площинi
(001), зi сторонами l пiд дiєю зовнiшнього змiнного
електричного поля Eq3t = Eq3e

iωt. У сегнетоелект-
ричнiй фазi такий зовнiшнiй вплив iндукуватиме,
крiм зсувної деформацiї ε6, ще i дiагональнi ком-
поненти тензора деформацiї εi, якими для простоти
картини нехтуватимемо.

Використаємо класичне рiвняння руху елементар-
ного об’єму кристала

ρ
∂2ui

∂t2
=

∑

j

∂σij

∂xj
, (5.1)

де ρ – густина кристала, ui – змiщення елементарно-
го об’єму вздовж осi xi, а σij – механiчна напруга. У
випадку, який розглядаємо, вiдмiнна вiд нуля зсувна
напруга σ12 = σ6, яка iндукує зсувну деформацiю

ε6 =
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x
. (5.2)

Тому розглянемо на основi (5.1) динамiку змiщень
u1i u2. Вирази (5.1) з врахуванням спiввiдношення
(3.2) мають такий вигляд:

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂ε6

∂y
+

4ψ6

v

∂
〈
σz

qs

〉

∂y
,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂ε6

∂x
+

4ψ6

v

∂
〈
σz

qs

〉

∂x
. (5.3)

Використовуючи вираз (5.1) i нехтуючи дiаго-
нальними компонентами тензора деформацiї ε2 i ε3,
отримуємо хвильовi рiвняння для u1i u2:

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂2u1

∂y2
+

4ψ6

v

∂
〈
σz

qs

〉

∂y
,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂2u2

∂x2
+

4ψ6

v

∂
〈
σz

qs

〉

∂x
. (5.4)

Як i вище, видiлимо при малих вiдхиленнях вiд
стану рiвноваги в рiвняннях (5.2) i (5.4) статичну i
часозалежну частини, враховуючи (5.4):

ε6 = ε60 + ε6t = ε60 +
∂u1t

∂y
+

∂u2t

∂x
. (5.5)
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Тепер
~Hq0 = ~H0 + ~Hq0t,

де

~Hq0 =

{
Ω, 0,

∑
q′

2νc(qq′)ηz
s − 2ψ6ε60

}
,

~Hq0t =

{
0, 0,

∑
q′

2νc(qq′)
〈
σz

qs

〉
t
− 2ψ6ε6t + βµ3E3qt

}
.

У результатi для часозалежних частин отримуємо
в сегнетоелектричнiй фазi таку систему рiвнянь:

~
d

dt



〈σx

33(0)〉t
〈σy

33(0)〉t
〈σz

33(0)〉t


=




c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33






〈σx

33(0)〉t
〈σy

33(0)〉t
〈σz

33(0)〉t


+

+β2ψ6ε6




c1
1
β c2

c3


− βµ3E3t(0)




c1

c̄2

c3


 , (5.6)

ρ
∂2u1t

∂t2
= cE0

66

∂2u1t

∂y2
+

4ψ6

ϑ

∂ 〈σz
33(0)〉t
∂y

,

ρ
∂2u2t

∂t2
= cE0

66

∂2u2

∂x2
+

4ψ6

ϑ

∂ 〈σz
33(0)〉t
∂x

. (5.7)

Розв’язуючи системи рiвнянь (5.6) i (5.7), знахо-
димо вираз для динамiчної сприйнятливостi механi-
чно вiльного кристала

χσ
33(ω̄)=

R(ω)−1
R(ω̄)

[
χε0

33+v̄
µ2

3

v2

1
T

fε
33s(ω̄)

]
+

+
1

R(ω̄)

[
χσ0

33 +v̄
µ2

3

v2

1
T

fσ
33s(ω̄)

]
. (5.8)

Тут використанi такi позначення

χσ0
33 = χε0

33 + e0
36d

0
36, µ̄3 = µ3 − 2ψ6d

0
36,

fσ
33s(ω̄, 0) =

(iω̄)2m(2) + (iω̄)m(1) + m(0)

(iω̄)3 + (iω̄)2mσ
2 + (iω̄)mσ

1 + mσ
0

,

mσ
2 = mε

2 − 4
ψ̃2

6

v̄

sE0
66

T
m(2), mσ

1 = mε
1 − 4

ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T
m(1),

mσ
0 = mε

0 − 4
ψ̃2

6

v̄

sE0
66

T
m(0),

1
R(ω̄)

=
2
kl

tg
kl

2
, k =

ω
√

ρ√
cE
66(ω)

,

cE
66(ω) = cE0

66 −
4ψ̃2

6

v̄T
fε
33(ω̄).

Час релаксацiї вiльного кристала τσ
i0 = − 1

qσ
i0
, де

qσ
i0 – коренi такого рiвняння:

(qσ
i0)

3 + mσ
2 (qσ

i0)
2 + mσ

1 (qσ
i0) + mσ

0 = 0. (5.9)

Проаналiзуємо отриманий результат (5.8). При
частотах ω → ∞ вираз R (ω) → ∞ i iз (5.8) отрима-
ємо динамiчну сприйнятливiсть механiчно затисну-
того кристала. У випадках ω → 0 спiввiдношення

R (ω̄) → 1 i отримуємо при 1
T1

= 1
T2

= 1
T12

статичну
сприйнятливiсть χσ

33(0).
У промiжнiй областi в частотнiй залежностi спiв-

вiдношень χσ
33(ω) спостерiгається дисперсiя резонан-

сного вигляду з численними пiками цих характери-
стик на частотах, для яких Re

(
kl
2

)
= π

2 (2n + 1).
Враховуючи спiввiдношення для хвильового числа k,
отримуємо рiвняння для резонансних частот

ωn =
π(2n + 1)

l

√
E
66(ωn)

ρ
. (5.10)

В областi частот п’зоелектричного резонансу, а
саме 104-105 Гц, залежно вiд температури i розмiрiв
зразка кристала, частотною залежнiстю cE

66(ω) мо-
жна знехтувати, оскiльки помiтна залежнiсть cE

66(ω)
вiд частоти спостерiгається лише при частотах ω >
108 Гц. Отже,

ωn =
π(2n + 1)

l

√
cE
66

ρ
.

Динамiчна проникнiсть механiчно вiльного кри-
стала KH2PO4 iз (5.8) має такий вигляд:

ε
′σ
33s(ω̄, c) =

ReR(ω̄)− 1
ReR(ω)

[
εε0
33 +

3∑

i=1

4πχε
i38

1 + (ω̄τ ε
i6)2

]
+

+
1

ReR(ω)

[
εσ0
33 +

3∑

i=1

4πχσ
i3s

1 + (ω̄τε
i8)2

]
, (5.11)

ε
′′σ
33s(ω̄, c) =

ImR(ω̄)− 1
ImR(ω̄)

3∑

i=1

4πχε
i30ω̄τε

is

1 + (ω̄τ ε
i6)2

+

+
1

ImR(ω̄)

3∑

i=1

4πχσ
i38ω̄τσ

i8

1 + (ω̄τε
i6)2

.

VI. Обговорення отриманих результа-
тiв. Порiвняння числових роз-
рахункiв з експериментальними
даними

Проаналiзуємо тепер результати числових розра-
хункiв, отриманих у межах запропонованої моделi дi-
електричних, теплових, п’єзоелектричних, пружних i
динамiчних дiелектричних характеристик кристалiв
KH2PO4 i RbH2PO4 та порiвняємо їх з вiдповiдни-
ми експериментальними даними для цих сполук. На-
ведемо також для порiвняння результати розрахун-
ку температурних i частотних залежностей перера-
хованих нижче характеристик кристалiв KH2PO4 i
RbH2PO4, отриманих у межах модифiкованої моделi
протонного впорядкування в НЧК [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

Для числових розрахункiв температурних i часто-
тних характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4,
якi отриманi в попереднiх роздiлах, необхiднi такi
ефективнi параметри:

– енергiя тунелювання протонiв на водневих зв’яз-
ках Ω̄ = ~Ω;
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– енергiї взаємодiї мiж протонами νc i νa;

– ефективнi дипольнi моменти µ3 i µ1;

– деформацiйнi потенцiали ψ6 i ψ4;

– "затравочнi"дiелектричнi сприйнятливостi χε0
33,

χε0
11

– "затравочнi"пружнi сталi cE0
66 , cE0

44 ;

– "затравочнi"коефiцiєнти п’єзоелектричної напру-
ги e0

36, e0
14;

– параметри T
(3)
12 , T (1)

12 , якi визначають часову шкалу
динамiчних процесiв.

Об’єм v примiтивної комiрки, в яку входять
два тетраедри PO4, для кристала KH2PO4 взято
0,1936·10−21 см3, а для RbH2PO4 – 0,2090·10−21 см3.

Для визначення оптимальних параметрiв мiкро-
теорiї ми використали температурнi залежностi фiзи-
чних характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4,
якi отриманi експериментально.

"Затравочнi"величини χε0
33, χε0

11, e0
36, e0

14, cE0
66 , cE0

44

визначають з умови найкращого узгодження теорiї з
вiдповiдними експериментальними даними у темпе-
ратурних областях, якi значно вiддаленi вiд темпе-
ратури фазового переходу Tc.

Задаючи значення параметра тунелювання Ω̄, ве-
личини параметрiв νc, µ3 i ψ6 знаходимо, викори-
стовуючи рiвняння для температури переходу, вира-
зи для статичної проникностi механiчно затиснуто-
го кристала εε

33(0) i коефiцiєнта п’єзоелектричної на-
пруги e36, а також вiдповiднi експериментальнi данi
для цих характеристик. Аналогiчно знаходимо i зна-
чення параметрiв νa, µ1, ψ4.

Отриманi набори оптимальних параметрiв на
основi "прив’язки"розрахованих характеристик кри-
сталiв KH2PO4 i RbH2PO4 до даних експериментiв
наведенi в таблицi. Для порiвняння в таблицi наве-
денi набори параметрiв теорiї, якi отриманi в роботах
[3, 4, 5, 6], в яких фiзичнi характеристики цих кри-
сталiв розрахованi в наближеннi чотиричастинкового
кластера.

Оптимальниi набори параметрiв для кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4

KDP KDP KDP RDP RDP RDP
[5, 6] [3, 4] [5, 6]

Tc, K 122.5 122.5 122.5 147.6 147.6 147.6
Ω
kB

, K 70 138 83.4 10
ε

kB
, K 56 55 60

w
kB

, K 422 600 440
νc

kB
, K 132.42 17.91 25.38 160.85 29.13 145.60

νa

kB
, K 7 7 10 5 28 5

ψ6
kB

, K -280 -150 368.25 -210 -130 -220
ψ4
kB

, K 39 124 30 110 152 100

µ3−, 10−18, СГСЕq·см 1.71 1.46 1.51 1.74 1.50 1.5

µ3+, 10−18, СГСЕq·см 2.2 1.71 1.68 2.5 2.00 2.5

µ0
1, 10−18, СГСЕq·см 5.3 4.27 3.92 5.1 3.68 4.95

kµ, 10−18, q·
K 0.0080 0.0057 0.0070 0.0057 0.0080

χ0
33 0.65 0.73 0.63 0.40 0.40 0.40

χ0
11 0.60 0.80 2.04 1.10 1.25 1.1

e0
36, 104, q·

2 0.12 1.0 0.3 0.35 0.3 0.3

e0
14, 104, q·

2 0.02 0.05 0.195 0.1 0.2 0.2

c0
66, 1010, 2 7.1 7.1 7.2 5.75 5.9 5.75

c0
44, 1010, 2 13.00 13.00 13.51 10.60 10.60 10.6

T1,2−, 10−14, c 7.0 6.5 6.0

T1,2+, 10−14, c 9.5 10.7 12

T1,2, 10−14, c 8.0 7.5 7.5
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Перейдемо тепер до аналiзу отриманих резуль-
татiв числових розрахункiв фiзичних характеристик
кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 на основi отриманих
параметрiв теорiї i порiвняємо їх з вiдповiдними екс-
периментальними даними.

На рис. 1 наведено температурну залежнiсть
унарної функцiї розподiлу η(1).

Крива η(1)(T ), розрахована в НМП, вiдповiдає
фазовому переходу другого роду. До того ж отрима-
на в НЧК крива η(1)(T ) у точцi переходу має стри-
бок, що вiдповiдає фазовому переходу першого роду.
Значно вiдрiзняється крива η(1)(T ) в НМП i за фор-
мою i числовими значеннями вiд отриманої в НЧК.
Це призводить до того, що температурнi залежностi
всiх характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 в
НМП в сегнетоелектричнiй фазi iстотно вiдрiзняти-
муться вiд експериментальних даних i результатiв,
отриманих в НЧК.

Так, значення спонтанної поляризацiї кристалiв
KH2PO4 i RbH2PO4 (рис.2) i теплоємностi ∆Cp

(рис.3), розрахованi в НМП, iстотно вiдрiзняються
вiд отриманих експериментально i розрахованих в
НЧК. Вiдзначимо, що змiна параметра тунелюван-
ня Ω слабко впливає на величини розрахованих ха-
рактеристик.
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Рис. 1. Температурна залежнiсть параметра порядку
ηz

s (T ) для кристала RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1”
(НМП при Ω = 10K)
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Рис. 2. Температурна залежнiсть спонтанної поляризацiї
для кристалiв: RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП
при Ω = 10K), do0.eps[18]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК),
up0.eps[19], ri0.eps[20]; Точки – експериментальнi, лiнiї –
теоретичнi значення
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Рис. 3. Температурна залежнiсть теплоємностi RbH2PO4

– 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), d0.eps[21],
s0.eps[22]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), o0.eps[23],
do1.eps[24]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення

На рис. 4 наведенi температурнi залежностi обер-
нених статичних дiелектричних проникностей зати-
снутого (εε

33)
−1 i вiльного (εσ

33)
−1 кристалiв RbH2PO4

i KH2PO4, а на рис. 5 – поперечних проникностей ε11

для цих кристалiв. Вiдзначимо, що εσ
11 ≈ εε

11.
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Рис. 4. Температурна залежнiсть обернених ста-
тичних дiелектричних проникностей затиснутого
(εε

33)
−1 (1,3(НМП), 1’,3’(НЧК)) i вiльного (εσ

33)
−1

(2,4(НМП), 2’,4’(НЧК)) кристалiв RbH2PO4 – 1, 1’,
2, 2’, o0.eps[25],o1.eps ((εσ

33-1)/4π[26]- d2
36[26]/sE

66)4π+1,
s0.eps[27], up0.eps[28]; KH2PO4 – 3, 3’, 4, 4’, o0.eps,
o1.eps[29], s0.eps[30], d0.eps[20], ri0.eps[28], le0.eps[31],
do0.eps[32], up0.eps[33], ×[34]. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення

З цих рисункiв видно, що в НМП отримано хо-
роший кiлькiсний опис температурних залежностей
(εε,σ

33 )−1 i εε,σ
11 кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 (за ви-

нятком ∆T < 10 K) в параелектричнiй фазi, як у ви-
падку НЧК, так i в НМП. Аналогiчний температур-
ний хiд ε11 в НМП для KH2PO4 в сегнетоелектричнiй
фазi отримали i автори роботи [17].
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Рис. 5. Температурна залежнiсть поперечної проникностi
εε
11 кристалiв: RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП
при Ω = 10K), s0.eps[25]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК),
o0.eps[33]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення

У разi наближення в параелектричнiй фазi до
температури переходу Tc величина εσ

33 зростає за гi-
перболiчним законом, досягаючи при T = Tc дуже ве-
ликих значень. Рiзниця мiж значеннями εσ

33 i εε
33 при

збiльшеннi ∆T = T − Tc швидко зменшується. Для
кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 область температур,
в якiй справедливий закон Кюрi-Вейса i проявляє-
ться помiтна нелiнiйнiсть у температурнiй залежно-
стi (εσ

33)
−1, є ∆T ∼ 30 K. Розрахована без врахування

п’єзоелектричної взаємодiї дiелектрична проникнiсть
ε33 при ∆T < 50 K збiгається iз значеннями εσ

33, а при
бiльших ∆T крива ε33(T ) є нижче, нiж εσ

33(T ).
Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоеле-

ктричної деформацiї d36 i п’єзоелектричної напру-
ги e36 кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 наведено на
рис. 6,
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Рис. 6. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї d36 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’
(НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), o0.eps[25]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), s0.eps[29], do0.eps[35], ri0.eps[36]; i темпера-
турна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e36 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при
Ω = 10K), o0.eps–d36[25]/sE

66[37]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), s0.eps[29]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення

а коефiцiєнтiв d14 i e14 – на рис.7.
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Рис. 7. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної деформацiї d14 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’
(НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), s0.eps [25]; KH2PO4 – 2, 2’, up0.eps [38] i температурна залежнiсть коефiцiєнта
п’єзоелектричної напруги e14 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), s0.eps – d14[25]/sE

44[27];
KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), up0.eps – d14[38]/sE

44[29]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення
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На рис. 6 i 7 наведено експериментальнi значення
d36, d14 при рiзних температурах. Використовуючи
данi експериментiв для dij , εσ

ii i cE
jj , отримано значе-

ння eij , якi i наведенi на рис. 6–7. Експериментальнi i
перерахованi п’єзомодулi в парафазi кiлькiсно добре
описуються як в НЧК, так i в НМП з врахуванням
тунелювання протонiв на зв’язках. При T → Tc зна-
чення d36 i e36 зростають. З ростом ∆T в парафазi
вiд 0 до 170 K для KH2PO4 значення d36 зменшує-
ться у 88 разiв, а e36 – у 44,5 раза. П’єзомодулi d14 i
e14 не мають аномальної температурної залежностi.

Температурнi залежностi пружних сталих cE
66

кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 наведенi на рис.8, а cE
44

– на рис.9. Отримано добрий кiлькiсний опис вiдпо-
вiдних експериментальних даних у параелектричнiй
фазi для кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 в НЧК [5, 6],
i на основi моделi, запропонованої в цiй роботi.
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Рис. 8. Температурна залежнiсть пружних сталих cE
66

кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при
Ω = 10K), o0.eps–1/sE

66[37]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК),
o0.eps[29], s0.eps[39], up0.eps[40]. Точки – експерименталь-
нi, лiнiї – теоретичнi значення
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Рис. 9. Температурна залежнiсть пружної сталої cE
44 кри-

сталiв RbH2PO4 – 1, s0.eps – [37]; KH2PO4 – 2, le0.eps –
[29]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значе-
ння

Проаналiзуємо результати дослiдження релакса-
цiйних явищ у сегнетоелектрику KH2PO4. У роботi
[5] динамiчнi явища розглядали на основi моделi, в
якiй враховано як далекосяжнi, так i короткосяжнi

взаємодiї мiж протонами, але без врахування туне-
лювання протонiв на водневих зв’язках. У цiй роботi
використовується модель, в якiй взаємодiї протонiв
враховано лише в НМП, а динамiка псевдоспiнiв до-
слiджується на основi методу Блоха. Вiдзначимо вiд-
разу, що в сегнетоелектричнiй фазi адекватний опис
таких експериментiв отримується лише на базi пер-
шого методу, як це мало мiсце i пiд час розгляду ста-
тичних характеристик.

На рис. 10 наведено температурнi залежностi про-
никностей ε′33(ω, T ) i ε′′33(ω, T ) при рiзних часто-
тах зовнiшнього електричного поля для кристала
KH2PO4. Починаючи з частоти νk, замiсть низькоча-
стотного максимуму ε′33(ω, T ) виникає гострий про-
вал – мiнiмум при ∆T = 0 K, який у разi збiльшення
частоти розширюється i поглиблюється, досягаючи
при ν ∼ 1012 Гц величини ε∞33. Збiльшення частоти
призводить до зменшення значень ε′33(ω) при змiнi
∆T . При ростi ∆T у параелектричнiй фазi значення
ε′′33(ω) зменшується. У разi збiльшення частоти змен-
шується величина максимуму проникностi ε′′33(ω, T )
та її швидкiсть змiни з ростом ∆T . При врахуван-
нi п’єзоелектричної взаємодiї при ∆T = 0 мiнiмальнi
значення ε′33(ω) на рiзних частотах є бiльшими, нiж у
разi нехтування п’єзоефектом. Як видно з рисункiв,
отримано хороший кiлькiсний опис цих експеримен-
тiв на основi обох методiв у парафазi.
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Рис. 10. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при
рiзних частотах ν (ГГц): 9.2 – 1, 1’, d0.eps[41]; 154.2 – 2,
2’, s0.eps[42]; 372 – 3, 3’, o0.eps[42]; 800 – 4, 4’. Точки –
експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення; 1, 2, 3, 4 –
НМП, 1’, 2’, 3’, 4’ – НЧК [5]
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Розрахованi частотнi залежностi ε′33(ω), ε′′33(ω)
при рiзних значеннях ∆T для KH2PO4, а також екс-
периментальнi данi наведенi на рис. 11. При низьких
частотах (ν < 107 Гц) ε

′ε
33(ω) = εε

33(0), а при високих
(ν > 1013 Гц) – ε

′ε
33(ω) = εε∞

33 . У разi збiльшення ∆T
в областi дисперсiї значення ε′33(ω) зменшується, а

також зменшується швидкiсть змiни ε′33(ω) з ростом
частоти. Величина ε′′33(ω) = 0, як при низьких часто-
тах (ω → 0), так i при високих (ω → ∞). В областi
дисперсiї ε′′33(ω) досягає максимального значення, яке
при збiльшеннi частоти зменшується.
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Рис. 11. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних температурах ∆T(K): 0 – 1, 1’; 5 – 2, 2’, o0.eps[43], s0.eps[42],
d0.eps[41], up0.eps[44], do0.eps[45]; 50 – 3, 3’, o03.eps[43], s03.eps[42], d03.eps[41], up03.eps[44], do03.eps[45]; 100 – 4, 4’,
o07.eps[43], s07.eps[42], d07.eps[41], up07.eps[44], do07.eps[45]; 173 – 5, 5’, s1.eps[42], d1.eps[41], up1.eps[44], do1.eps[45]; -5
– 6, 6’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення; 1-6 – НМП, 1’-6’ – НЧК [5]

Задовiльним є опис експериментальних даних для
ε′33(ω) i ε′′33(ω), якi для KH2PO4 отриманi в роботах
[42, 41, 43].

Розглянемо розрахованi динамiчнi характеристи-
ки механiчно вiльних кристалiв KH2PO4, якi вирi-
занi у виглядi квадратної пластинки зi сторонами
l = 1 мм у площинi (001). Вiдзначимо, що ми не мо-
жемо кiлькiсно порiвняти теоретично отриманi i ча-
стотнi динамiчнi характеристики механiчно вiльно-

го кристала в областi п’єзоелектричного резонансу з
експериментальними даними, оскiльки нам не вiдомi
такi вимiрювання.

Частотнi залежностi дiйсної та уявної ча-
стин динамiчної дiелектричної проникностi криста-
ла KH2PO4 при температурi ∆T = 50 K наведено на
рис. 12. В областi частот 3 · 105 − 3 · 108 Гц спостерi-
гається дисперсiя резонансного типу.
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Рис. 12. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин дiелектричної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристала
KH2PO4 при ∆T=50K.
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При ω → 0 отримуємо статичну дiелектричну прони-
кнiсть вiльного кристала. Штрихова лiнiя на рис. 12
вiдповiдає низькочастотному ходу проникностi зати-
снутого кристала. Вище вiд резонансної частоти спо-
стерiгається затискання кристала високочастотним
полем i для проникностi затиснутого кристала вище
вiд частоти 109 Гц спостерiгається дисперсiя релакса-
цiйного типу. Кривi частотних залежностей ε∗33(ω),
якi розрахованi на основi запропонованої теорiї, до-
бре узгоджуються з даними експериментiв.

VII. Висновки

У цiй роботi вперше показано, що на основi за-
пропонованої модифiкованої моделi протонного впо-
рядкування з врахуванням тунелювання протонiв на
водневих зв’язках в НМП досягнуто доброї кiлькi-
сної згоди отриманих теоретичних результатiв з на-
явними експериментальними даними лише в парафа-
зi. Розрахованi фiзичнi характеристики запропонова-
ної моделi практично не залежать вiд тунелювання.
В той же час, як i в наближеннi чотиричастинкового
кластера [5]–[9], нехтуючи тунелюванням, досягну-
то доброї кiлькiсної згоди теоретичних результатiв
з експериментальними даними в сегнетоелектричнiй
та параелектричнiй фазах.
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ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СТАТИЧЕСКИЕ И ДИНАМИЧЕСКИЕ,
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ, УПРУГИЕ И ТЕПЛОВЫЕ СВОЙСТВА
СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКОВ KH2PO4 и RbH2PO4. ПРИБЛИЖЕНИЕ

МОЛЕКУЛЯРНОГО ПОЛЯ

И.Р. Зачекa, Р.Р. Левицкийb, А.С. Вдовичb

aНациональный университет “Львивська политехника”,
ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

bИнститут физики конденсированных систем НАН Украини
ул. Свенцицкого, 1, Львов, 79011, Украина

В рамках модифицированної модели протонного упорядочения с учетом туннелирования
протонов на водородных связях и линейных по деформациям ε6, ε4 и ε5 вкладов в энергию
протонной системы в приближении молекулярного поля рассчитаны термодинамические,
диэлектрические, пьезоэлектрические, упругие, а в рамках метода Блоха и динамические
характеристики сегнетоэлектриков типа KH2PO4. Показано, что предложенная теория по-
зволяет достигнуть хорошего согласия теоретических результатов с экспериментальными
данными для KH2PO4 и RbH2PO4 только в парафазе.
Ключевые слова: кластерное приближение, поперечная динамическая проницаемость, вре-
мена релаксации.
PACS number(s): 77.84.-s, 77.22.-d, 77.80.-e, 77.80.Bh, 77.65.Bn

DIELECTRIC STATIC AND DYNAMIC, PIEZOELECTRIC ELASTIC
AND THERMAL PROPERTIES OF KH2РО4 AND RbH2PO4

FERROELECTRICS. MEAN FIELD APPROXIMATION

I.R. Zacheka, R.R. Levitskyb, A.S. Vdovychb

aNational University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine
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Within modified proton ordering model with taking into account tunneling of protons on
hydrogen bonds and linear on strains ε6, ε4 and ε5 contributions into energy of proton system,
within mean field approximation we calculated dielectric, piezoelectric, elastic, and within Bloch
method also dynamic characteristics of KH2PO4 type ferroelectrics. It is shown, that proposed
theory let us to obtain good agreement of theoretical results with experimental data for KH2PO4

and RbH2PO4 only in paraelectric phase.
Keywords: cluster approximation, transverse dynamic permittivity, relaxation times.
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