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Доводиться iснування та єдинiсть розв’язкiв математичної моделi нейронної схеми ти-
пу “K-winners-take-all” (KWTA) обробки дискретизованих сигналiв. Схема призначена для
iдентифiкацiї К серед N нейронiв, де 1 ≤ K < N , значення вхiдних сигналiв яких є бiль-
шими, нiж у решти N −K нейронiв. Наведено вiдповiднi результати комп’ютерного моде-
лювання, якi пiдтверджують наведенi теоретичнi положення.
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Вступ

Як вiдомо, нейроннi мережi типу “K-winners-take-
all” (KWTA-мережi) здiйснюють вибiр K серед N
елементiв, де 1 ≤ K < N , з бiльшими значення-
ми активацiйних функцiй, нiж у решти N − K еле-
ментiв. Коли K дорiвнює одиницi, KWTA-мережа
є мережею типу “Winner-takes-all” (WTA-мережею),
яка може розрiзняти нейрон з максимальною акти-
вацiєю [4], [6], [7]. Вибiр K найбiльших елементiв з
множини даних N дiйсних чисел є ключовою зада-
чею мереж прийняття рiшень, розпiзнавання обра-
зiв, пов’язаних пам’ятей i конкуруючого навчання
[8], [9]. Задачi такого типу природно зустрiчаються
пiд час розв’язання задач класифiкацiї i застосову-
ються для розробки класифiкацiйних нейронних ме-
реж, для розв’язання задач розпiзнавання i класифi-
кацiї зразкiв [3]. KWTA-мережi застосовуються в те-
лекомунiкацiях, особливо для керування пакетними
перемикачами даних [1]. KWTA-механiзми мають ва-
жливi застосування у машинному навчаннi, зокрема,
у разi розв’язання задач класифiкацiї k найближчих
об’єктiв, кластеризацiї k значень та iн. [2, 5].

Мета цiєї працi – доведення iснування та єдино-
стi KWTA-розв’язкiв встановленого режиму матема-
тичної моделi нейронної схеми обробки дискретизо-
ваних сигналiв.

I. Математична модель
KWTA-нейронної схеми обробки
дискретизованих сигналiв

Нехай задано N дiйсних чисел вiд a1 до aN ,
N > 1, тобто a1, a2, ..., aN , як миттєвих значень невi-

домих вхiдних сигналiв i необхiдно вибрати K най-
бiльших з них, де 1 ≤ K < N – ненегативне цiле.
Припустимо, що заданi числа розподiленi у вiдомо-
му дiапазонi a ∈ (Amin, Amax). Приймемо, що цi числа
не рiвнi мiж собою (вiдрiзняються мiж собою за зна-
ченнями) i впорядкованi у спадаючому за величиною
порядку так, що задовольняються нерiвностi

a1 > a2 > · · · > aN , (1)
де iндекси 1, 2, · · · , N у загальному випадку мо-

жуть вiдрiзнятись вiд оригiнальних номерiв входiв,
означаючи, що компоненти вектора a = [a1, · · · , aN ]
– впорядкованi. Побудуємо математичну модель ней-
ронної схеми, яка обробляє вхiдний вектор дискре-
тизованих сигналiв a так, що пiсля скiнченної кiль-
костi iтерацiй отримуються вихiднi сигнали схеми
b = [b1, · · · , bN ], якi задовольняють нерiвностi

bi > 0, i ∈ 1, 2, · · · ,K;
bj < 0, j ∈ K + 1,K + 2, · · · , N.

(2)

Нерiвностi (2) виражають KWTA-властивiсть,
тобто, що саме вихiднi сигнали вiд b1 до bK "вигра-
ють"конкуренцiю i той факт, що тiльки вони є пози-
тивними компонентами вектора b свiдчить про те, що
вхiднi сигнали вiд a1 до aK є K найбiльшими компо-
нентами вектора a.

Виконаємо попередню обробку заданого вектора
a вхiдних сигналiв, вiднявши вiд усiх його компонен-
тiв значення Amin i отримаємо додатковi сигнали

c1 > c2 > · · · > cN , (3)
де cn = an − Amin, n = 1, 2, ..., N . Неважко поба-

чити, що сигнали (3) перебувають у дiапазонi (0, A),
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де A = Amax − Amin>0, тобто, c ∈ (0, A), де c =
[c1, c2, ..., cN ]. Оскiльки вхiднi сигнали (1) не рiвнi
мiж собою i розподiленi у вiдомому дiапазонi, тому
сигнали (3) також рiзнi i обмеженi в дiапазонi (0, A).
Отже, для будь-яких 1 ≤ K < N iснують такi значе-
ння x ∈ <, якi задовольняють нерiвностi

ci > x, i ∈ 1, 2, · · · ,K;
cj < x, j ∈ K + 1,K + 2, · · · , N.

(4)

Вiднявши x вiд (4), одержимо

ci − x > 0, i ∈ 1, 2, · · · ,K;
cj − x < 0, j ∈ K + 1,K + 2, · · · , N.

(5)

Як можна побачити з (5), сигнали cn − x, де
n = 1, 2, ..., N , мають KWTA-властивiсть. Тому та-
кi сигнали можуть бути використанi, як вихiднi си-
гнали моделi KWTA-нейронної схеми, тобто можна
записати рiвностi

bi = ci − x, i ∈ 1, 2, · · · , K;
bj = cj − x, j ∈ K + 1,K + 2, · · · , N.

(6)

Для побудови моделi KWTA-нейронної схеми не-
обхiдно розробити процедуру знаходження значен-
ня скалярного динамiчного зсуву вхiдних сигналiв x,
який задовольняє нерiвностi (4). Використаємо для
цього вимогу, що такий зсув у встановленому режимi
повинен перебувати у дiапазонi (0, A). Спроектуємо
траєкторiю дискретного часу x(k), де k = 1, 2, ..., m
– кiлькiсть iтерацiй до досягнення встановленого ре-
жиму, яка може перетнути весь дiапазон (0, A). Не-
хай така траєкторiя буде розв’язком вiдповiдного рi-
зницевого рiвняння x(k+1) = ϕ(x(k)) з початковою
умовою x(1), де ϕ(x(k)) – певна функцiя, яка повин-
на бути визначена. Припустимо, що у деякий момент
дискретного часу t(m) змiнна x(k) приймає у встанов-
леному режимi значення x(k) = x(m), яке задоволь-
няє нерiвностi (4). Для зупинення обчислювального
процесу у момент t(m) визначимо таку умову, яка ке-
рує кiлькiстю переможцiв i переможених у кожнiй
дискретнiй часовiй точцi протягом обчислювального
процесу:

R(x(k)) = 2K −N −
N∑

n=1

sgn(b(k)
n ), (7)

де R(x(k)) – k-те дискретне значення нев’язки,
b
(k)
n = cn − x(k) – значення n-го вихiдного сигналу
моделi на k-й iтерацiї,

sgn(b(k)
n ) =





1, if b
(k)
n > 0;

0, if b
(k)
n = 0;

−1, if b
(k)
n < 0

(8)

– сигнум- (жорсткообмежувальна) функцiя,∑N
n=1 sgn(b(k)

n ) – рiзниця мiж дiйсними кiлькостя-
ми переможцiв i переможених. Сигнум-функцiя ви-
конує порiвняння мiж k-м дискретним значенням

n-го вихiдного сигналу b
(k)
n i нулем. Якщо b

(k)
n > 0,

тодi n-на сигнум-функцiя забезпечує вихiдний си-
гнал sgn

(
b
(k)
n

)
= 1, якщо b

(k)
n = 0, тодi вихiдний

сигнал n-ї сигнум-функцiї sgn
(
b
(k)
n

)
= 0, iнакше

sgn
(
b
(k)
n

)
= −1.

Визначатимемо динамiчний зсув x(k) за допомо-
гою такого рекурсивного алгоритму:

x(k+1) = x(k) −A∆x(k), (9)

дe ∆x(k) = sgn(R(x(k)))αk, α – параметр, який
гарантує збiжнiсть алгоритму до KWTA-розв’язку;
0 ≤ x(1) ≤ A – початкова умова; m – число iтерацiй
до досягнення збiжностi пошуковим процесом вста-
новленого режиму.

II. Iснування та єдинiсть розв’язкiв
встановленого режиму

Проаналiзуємо iснування та єдинiсть розв’язкiв
встановленого режиму рiзницевого рiвняння (9). Для
цього сформулюємо таку теорему.

Теорема. KWTA-розв’язки встановленого режи-
му рiзницевого рiвняння (9) iснують для будь-якого
параметра 0 < α < 1 i для довiльної початкової умо-
ви x(1) ∈ [0, A].

Доведення. Зобразимо розв’язок встановленого
режиму x(m) рiвняння (9) у виглядi

x(m) = x(1) −A
m−1∑

k=1

sgn(R(x(k)))αk. (10)

Перший доданок правої частини (10) розмiщує-
ться в дiапазонi 0 ≤ x(1) ≤ A. Розглянемо другий
доданок цього рiвняння i числовий ряд, який являє
собою необмежену геометричну прогресiю з першим
членом A 6= 0 i знаменником α. Якщо α 6= 1, тодi
суму перших m+1 членiв такого ряду можна подати
у виглядi

sm+1 =
A−Aαm+1

1− α
. (11)

Якщо |α| < 1 i m →∞, тодi αm+1 → 0, що дає

lim
m→∞

sm+1 = lim
m→∞

A−Aαm+1

1− α
=

lim
m→∞

(
A

1− α
− Aαm+1

1− α

)
=

A

1− α
.

(12)

Оскiльки змiнна sgn
(
R

(
x(k)

))
другого доданка

рiвняння (10) може набувати значень -1,0,1, тому
справедливими є нерiвностi

− A

1− α
< −A

m∑

k=1

sgn(R(x(k)))αk <
A

1− α
, (13)
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якщо 0 < α < 1. Пiдсумовування нерiвностей (13)
з нерiвностями 0 ≤ x(1) ≤ A дає

− A

1− α
< x(m) < A +

A

1− α
. (14)

Отже, розв’язок x(m) рiвняння (9) може набу-
вати будь-якого скiнченного значення в дiапазонi(
− A

1−α , A + A
1−α

)
, якщо 0 < α < 1. Оскiльки вхiднi

сигнали є рiзними i розмiщенi в дiапазонi [0,A], тому
iснує таке значення x(m) ∈ [0, A], яке задовольняє не-
рiвностi (5). Але дiапазон [0,A] є також пiдобластю
дiапазону

(
− A

1−α , A + A
1−α

)
, якщо 0 < α < 1. Тому

розв’язок x(m) може набувати довiльних скiнченних
значень у дiапазонi [0,A], а також значення, якi задо-
вольняють нерiвностi (4) i (5). Це гарантує iснування
KWTA-розв’язкiв встановленого режиму рiзницевого
рiвняння (9) для кожного 0 < α < 1 i для будь-якої
початкової умови x(1) ∈ [0, A]. ¥

Наслiдок. З теореми i рiвностей (6) випливає, що
KWTA-вихiднi сигнали bn = cn − x(k), n = 1, 2, .., N ,
якi отримуються з рiвняння (9) i рiвностей (6), iсну-
ють.

Вiдзначимо, що розв’язок рiвняння (9) x(m) мо-
же приймати будь-яких скiнченних значень в дiа-
пазонi [0,A], якi задовольняють рiвнiсть R(x) = 0.
Цей розв’язок не єдиний, оскiльки вiн може набувати
будь-яких довiльних значень в iнтервалi (cK+1, cK).
Тому значення вихiдних сигналiв bk = ck − x
(k = 1, 2, ..., N − 1) також не єдинi. Однак, згiдно з
нерiвностями (5), KWTA-властивiсть моделi, що опи-
сується рiвнянням (9) i нерiвностями (6), визначає-
ться знаками вихiдних сигналiв bn, n = 1, 2, .., N , а не
їхнiми значеннями. Цi знаки є незмiнними для будь-
яких x(k) ∈ (cK+1, cK). Тому математична модель,
що описується рiвнянням (9) i нерiвностями (6), має
KWTA-властивiсть (2) для кожного 0 < α < 1 i для
будь-якого x(1) ∈ [0, A].

Розглянемо розв’язок встановленого режиму x(m)

рiвняння (9) i вихiднi сигнали bn=cn−x, n=1, 2, ..., N ,
що описуються рiвностями (6). Якщо компоненти ве-
ктора вхiдних сигналiв a є рiзними, тодi розв’язок
встановленого режиму x(m) рiвняння (9) i вихiднi си-
гнали, що визначаються з (6), мають такi двi власти-
востi, що робить можливим проектування вiдповiдної
KWTA-нейронної схеми:

1. Розв’язок встановленого режиму x(m) рiвняння
(9) є таким, що задовольняються нерiвностi (4).

2. K найбiльших компонентiв вектора вхiдних
сигналiв a вiдповiдають K позитивним компонен-
там вектора вихiдних сигналiв b, а решта N−K ком-
понентiв вектора вхiдних сигналiв a вiдповiдають

N−K негативним компонентам вектора вихiдних си-
гналiв b.

III. Результати комп’ютерного
моделювання

Для iлюстрацiї теоретичних положень, наведених
у статтi, розглянемо конкретний приклад з вiдпо-
вiдним комп’ютерним моделюванням, що демонструє
функцiонування описаної моделi KWTA-нейронної
схеми обробки дискретизованих сигналiв.

Приклад. Нехай необхiдно iдентифiкувати чо-
тири найбiльшi сигнали (K = 2) вектора a =
[−450, 370,−260,−80, 170], тобто N = 5, використав-
ши модель, що описується рiзницевим рiвнянням (9)
i рiвностями (6). Задамо для такої моделi Amin =
−500, A = 1000, початкову умову x(1) = A i коефi-
цiєнт загасання α = 0.8. Визначимо траєкторiї дис-
кретного часу зсуву x(k) i вихiднi сигнали b

(k)
i , i =

1, 2, 3, 4, 5 згiдно з рiзницевим рiвнянням (9) i рiв-
ностями (6). Отриманi траєкторiї в нормалiзованих
одиницях показанi на рис. 1. Як можна побачити,
зсув x(k) має єдиний встановлений режим, в якому
сигнали b2 > 0,b5 > 0 вiдповiдають двом найбiль-
шим компонентам вектора a – переможцям, а сигнал
b1 < 0,b3 < 0,b4 < 0 вiдповiдає переможеним згiдно з
KWTA–властивiстю (2). Збiжнiсть пошукового про-
цесу до встановленого режиму досягається за m = 8
iтерацiй.

На рис. 2 наведено фазовий портрет траєкторiї
дискретного часу зсуву x(k). Як можна побачити,
фазова крива змiнної x(k) є скiнченною закрученою
спiраллю кусково-лiнiйної форми, що гарантує збi-
жнiсть траєкторiї зсуву x(k) до єдиного встановлено-
го режиму. Змiна зсуву ∆x(k) = x(k+!) − x(k) мiстить
стрибки мiж горизонтальними дiлянками.

Отже, результати комп’ютерного моделювання
свiдчать про те, що описана модель KWTA-нейронної
схеми має єдиний розв’язок x(k), який дозволяє ефе-
ктивно визначати К найбiльших серед N невiдомих
сигналiв, де 1 ≤ K < N . Iнакше кажучи, результати
моделювання пiдтверджують теоретичний прогноз.

Висновки

Доведено iснування та єдинiсть розв’язкiв мате-
матичної моделi нейронної схеми типу “K-winners-
take-all”, призначеної для обробки дискретизованих
сигналiв. Доведення здiйснюється на основi вико-
ристання числових рядiв. Результати комп’ютерно-
го моделювання пiдтверджують наведенi теоретичнi
положення.
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Рис. 1. Траєкторiї дискретного часу зсуву x(k) i вихiдних сигналiв b
(k)
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якi зображають KWTA-властивiсть моделi, що описується
рiзницевим рiвнянням (9) i рiвностями (6)
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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ KWTA-РЕШЕНИЙ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ НЕЙРОННОЙ СХЕМЫ
ОБРАБОТКИ ДИСКРЕТИЗИРОВАННЫХ СИГНАЛОВ

П.В. Тымощук
Национальный университет “Львивська политехника”,

ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

Доказывается существование и единственность решений математической модели ней-
ронной схемы типа "K-winners-take-all"(KWTA) обработки дискретизированных сигналов.
Схема предназначена для идентификации К среди N нейронов, где 1 ≤ K < N , значе-
ния входных сигналов которых являются большими, чем в остальных нейронов. Приведе-
ны соответствующие результаты компьютерного моделирования, которые подтверждают
представленные теоретические положения.
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OF PROCESSING SAMPLED SIGNALS
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12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Existence and uniqueness of mathematical model solutions of discrete-time K-winners-take-all
(KWTA) neural circuit. The circuit identifies K among N neurons, where 1 ≤ K < N , which
have input signal values greater than in the remaining N −K neurons. Corresponding computer
modeling results which confirm presented theoretical statements are given.
Keywords: mathematical model, neural circuit, sampled signal.
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