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Вступ

Властивостi ортогональних систем многочленiв
дiйсної змiнної та розвинення функцiй у ряди за ни-
ми достатньо ґрунтовно вивчено в науковiй лiтерату-
рi, зокрема, у роботах [1, 2, 3]. Значно менше дослi-
джень стосуються властивостей цих систем у ком-
плекснiй областi. Так, у роботi [1] розглянуто розви-
нення аналiтичних функцiй у комплекснiй областi за
системою многочленiв Чебишова. У роботi [4] вивча-
ються властивостi систем похiдних многочленiв Че-
бишова у комплекснiй областi та розвинення аналi-
тичних функцiй в ряди за ними. У роботi [5] розгля-
нуто аналогiчнi питання для многочленiв Лежандра
у комплекснiй областi.

У статтi дослiджено властивостi похiдних много-
членiв Лежандра у комплекснiй областi та умови роз-
винення аналiтичних у крузi функцiй в ряди за цими
многочленами.

Позначимо через Pn(z) многочлени Лежандра
комплексної змiнної (див., наприклад, [6, с. 154]),
а через P (s)

n (z) — їхню s-ту похiдну.
Для s-ї похiдної многочленiв Лежандра справед-

ливi явнi формули (див. [6, с. 178], [8, с. 181])

P (s)
n (z) =

s!Cs
n+s

2n

[n−s
2 ]∑

k=0

(−1)k
Ck

nCn+s
2(n−k)z

n−s−2k (0.1)

(n = 0, 1, . . . ;n ≥ s) .

Iз спiввiдношень (0.1) отримаємо вирази похiдних
многочленiв Лежандра для парних значень n

P
(s)
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2 ]∑
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Аналогiчно для непарних значень n

P
(s)
2n+1(z) = (0.3)

=
s!Cs

2n+s+1

22n+1

n∑

i=[ s−1
2 ]

(−1)n−i
Cn−i

2n+1C
2n+s+1
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I. Властивостi похiдних многочленiв
Лежандра в комплекснiй областi

Теорема 1.1. Функцiї zk−s однозначно виража-
ються через похiднi многочленiв Лежандра, тобто
справедливi спiввiдношення

zk−s =
1

s!Cs
k

[ k−s
2 ]∑

j=0

2k−2j (2k − 4j + 1)
2k − 2j + 1

Cj
k

Ck−j
2(k−j)

P
(s)
k−2j(z)

(1.1)

(k ≥ s) .

Доведення. У роботi [5] отримано вирази степенiв
zk (k = 0, 1, . . . ) через многочлени Лежандра:

zk =
[ k
2 ]∑

i=0

2k−2i (2k − 4i + 1)
2k − 2i + 1

Ci
k

Ck−i
2(k−i)

Pk−2i(z). (1.2)

Послiдовно диференцiюючи спiввiдношення (1.2)
по z s разiв, знаходимо

kzk−1 =
[ k−1

2 ]∑

i=0

2k−2i (2k − 4i + 1)
2k − 2i + 1

Ci
k

Ck−i
2(k−i)

P ′k−2i(z),

(1.3)

k (k − 1) zk−2 =
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i=0

2k−2i (2k−4i+1)
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Ci
k

Ck−i
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. . .

k (k − 1) . . . (k − s + 1) zk−s =

=
[ k−s
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2k − 2i + 1

Ci
k
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звiдки

zk−s =
1

k (k − 1) . . . (k − s + 1)

[ k−s
2 ]∑

i=0

2k−2i (2k − 4i + 1)
2k − 2i + 1

Ci
k

Ck−i
2(k−i)

P
(s)
k−2i(z).

Оскiльки
1

k (k − 1) . . . (k − s + 1)
=

1
s!Cs

k

,

то приходимо до спiввiдношення (1.1).
Покажемо спочатку, що вираз (1.1) правильний

для s = 1. Дiйсно, зi спiввiдношення (1.3) отримаємо

zk−1 =
1
k

[ k−1
2 ]∑

i=0

2k−2i (2k − 4i + 1)
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Ci
k

Ck−i
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P ′k−2i(z).

Припустимо, що вираз (1.1) справедливий при
s = l i доведемо його справедливiсть при s = l + 1.
Маємо

zk−(l+1) =
1
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(
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)′
=

=
1
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1
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k
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P
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Теорема доведена.

Наслiдок 1.1. Справедливi спiввiдношення

z2k−s =
1

s!Cs
2k
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j=[ s
2 ]

22j (4j + 1)
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Ck−j
2k
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2(k+j)

P
(s)
2j (z), (1.4)
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1
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P
(s)
2j+1(z). (1.5)

Доведення. Iз спiввiдношень (1.1) знаходимо для парних значень k

z2k−s =
1

s!Cs
2k
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2k

C2k−i
2(2k−i)

P
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=
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2 ]
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P
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Аналогiчно для непарних значень k

z2k+1−s =
1

s!Cs
2k+1

k∑

j=[ s−1
2 ]

22j+1 (4j + 3)
2k + 2j + 3

Ck−j
2k+1

Ck+j+1
2(k+j+1)

P
(s)
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Наслiдок 1.2. Система многочленiв{
P

(s)
n (z)

}∞
n=0

лiнiйно незалежна i повна у просто-
рi ER однозначних аналiтичних у крузi |z| < R,
0 < R ≤ ∞, функцiй комплексної змiнної.

Доведення. Оскiльки коефiцiєнт

an−s =
s!Cs

n+s

2n
· (−1)0 C0

nCn+s
2n =

(2n)!
2nn! (n− s)!

при найстаршому степенi многочлена P
(s)
n (z) вiдмiн-

ний вiд нуля, то система
{

P
(s)
n (z)

}∞
n=0

лiнiйно не-
залежна (див. [7, с. 137]). Крiм того, вона повна

(див. [7, с. 137]), бо на основi теореми 2.1 кожний сте-
пiнь zk−s (k ≥ s) однозначно виражається у виглядi
лiнiйної комбiнацiї функцiй P

(s)
n (z).

Нехай δmn =

{
0, якщо m 6= n,
1, якщо m = n

— символ Кроне-

кера.
Наслiдок 1.3. Справедливi комбiнаторнi то-

тожностi

(4j + 1) Cs
2n+s

22(n−j)

n∑

i=j

(−1)n−i
Cn−i

2n C2n+s
2(n+i)C

i−j
2i

(2i + 2j + 1) Cs
2iC

i+j
2(i+j)

= δnj ,

(1.6)
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(4j + 3) Cs
2n+1+s

22(n−j)

n∑

i=j

(−1)n−i
Cn−i

2n+1C
2n+s+1
2(n+i+1)C

i−j
2i+1

(2i+2j+3) Cs
2i+1C

i+j+1
2(i+j+1)

=δnj . (1.7)

Доведення. Пiдставивши вираз (1.4) у спiввiдношення (0.2) i змiнивши порядок пiдсумовування, матимемо

P
(s)
2n (z) =

s!Cs
2n+s

22n

n∑

i=[ s
2 ]

(−1)n−i
Cn−i

2n C2n+s
2(n+i)

1
s!Cs

2i

i∑

j=[ s
2 ]

22j (4j + 1)
2i + 2j + 1

Ci−j
2i

Ci+j
2(i+j)

P
(s)
2j (z) =

=
n∑

j=[ s
2 ]

P
(s)
2j (z)

n∑

i=j

(−1)n−i 22j−2n (4j + 1)
2i + 2j + 1

Cs
2n+sC

n−i
2n C2n+s

2(n+i)C
i−j
2i

Cs
2iC

i+j
2(i+j)

.

Звiдси, зважаючи на незалежнiсть похiдних много-
членiв Лежандра, отримаємо тотожнiсть (1.6).

Пiдставивши вираз (1.5) у спiввiдношення (0.3),
аналогiчно до попереднього отримаємо тотожнiсть
(1.7).

Теорема 1.2. Справедливi оцiнки
∣∣∣P (s)

n (z)
∣∣∣ ≤ 2ss!Cn−s

n+sRn−s (n ≥ s) , (1.8)

де z ∈ DR, а DR — область, границею якої є елiпс
ΓR з рiвнянням

z =
1
2

(
Reiϕ + R−1 e−iϕ

)
(R > 1, 0 ≤ ϕ < 2π) .

Доведення. Спочатку оцiнимо модуль многочле-
на P (s)

n (x) дiйсної змiнної на вiдрiзку [-1;1]. Вiдомо
[8, c. 178], що

Cλ
n(x)=

21−2λΓ(2λ+n)
n! [Γ(λ)]2

× (1.9)

×
π∫

0

(
x+

√
x2−1 cos ϕ

)n

(sinϕ)2λ−1
dϕ.

Прийнявши у спiввiдношеннi (1.9) λ = s + 1
2 та ско-

риставшись рiвностями [9, с. 773]

Γ(n + 1) = n!, (1.10)

Γ
(

s+
1
2

)
=
√

π (2s− 1)!!
2s

=
√

π (2s− 1)!
2s2s−1 (s− 1)!

=
√

π (2s)!
22ss!

,

знаходимо

C
s+ 1

2
n (x) =

Γ(n + 2s + 1)

22sn!
[
Γ
(
s + 1

2

)]2×

×
π∫

0

(
x +

√
x2 − 1 cos ϕ

)n

(sinϕ)2s
dϕ =

=
22s (n+2s)! (s!)2

πn! [(2s)!]2

π∫

0

(
x+

√
x2 − 1 cos ϕ

)n

(sinϕ)2s
dϕ.

(1.11)

Запишемо вираз похiдних многочленiв Лежандра
через многочлени Гегенбауера [8, с. 181]

P (s)
n (z) = 2ss!gsC

s+ 1
2

n−s (z) (n ≥ s),

де gs =

(
1
2

)
s

s!
.

Знайдемо
(

1
2

)

s

=
1
2

(
1
2

+ 1
)(

1
2

+ 2
)

. . .

(
1
2

+ s− 1
)

=

=
1
2s

1 · 3 · . . . · (2s− 1) =

=
1
2s

(2s− 1)!! =
1

22s−1

(2s− 1)!
(s− 1)!

=
1

22s

(2s)!
s!

=
s!Cs

2s

22s
.

Тодi

P (s)
n (x) =

s!
2s

Cs
2sC

s+ 1
2

n−s (x) (n ≥ s). (1.12)

На пiдставi спiввiдношень (1.11), (1.12) матимемо

P (s)
n (x)=

2s

π
s!Cn−s

n+s

π∫

0

(
x +

√
x2 − 1 cos ϕ

)n−s

(sinϕ)2s
dϕ.

Звiдси одержимо оцiнку для модуля многочлена
P

(s)
n (x) при |x| ≤ 1:

∣∣∣P (s)
n (x)

∣∣∣ ≤ 2s

π
s!Cn−s

n+s π = 2ss!Cn−s
n+s ,

звiдки
∣∣∣∣∣

1
2ss!Cn−s

n+s

P (s)
n (x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Многочлен
1

2ss!Cn−s
n+s

P (s)
n (z) задовольняє умови

теореми [2, с. 166]: якщо для многочлена Wn(z) n-
го степеня на дiйсному вiдрiзку [-1;1] виконується
нерiвнiсть |Wn(z)| ≤ M , то для будь-якого z ззовнi
цього вiдрiзку справедлива оцiнка

|Wn(z)| ≤ M(a + b)n
,

де a i b — пiвосi елiпса з фокусами в точ-
ках z = ±1, який проходить через точку z.
Звiдси, оскiльки пiвосi елiпса Γr з рiвнянням

z =
1
2

(
reiϕ + r−1 e−iϕ

)
(1 < r < R, 0 ≤ ϕ < 2π) вiд-

повiдно дорiвнюють
1
2

(
r +

1
r

)
,

1
2

(
r − 1

r

)
i r < R,

випливає оцiнка (1.8).
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II. Спiввiдношення мiж похiдними многочленiв Лежандра та деякими iншими
ортогональними многочленами

Теорема 2.1. Справедливi залежностi мiж многочленами Лежандра та їхнiми похiдними

P (s)
n (z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

[n−s
2 ]∑

j=0

(2n− 4j − 2s + 1)
(s + j) (2n− 2j − 2s + 1)

C2s
2(n−j)C

j
n

Cj+s
n

Pn−2j−s(z), (2.1)

Pn(z) =
2ss!
(2s)!

[n
2 ]∑

j=0

(−1)j (2n− 4j + 2s + 1)
(2n− 2j + 2s + 1)

Cj
sCs

n−j+s

C2s
2(n−j+s)

P
(s)
n−2j+s(z), (2.2)

де n ≥ s, s ≥ 1.
Доведення. Прийнявши у спiввiдношеннi (1.2) k = 2i− s, отримаємо

z2i−s =
[ 2i−s

2 ]∑

j=0

22i−2j−s (4i− 4j − 2s + 1)
4i− 2j − 2s + 1

Cj
2i−s

C2i−j−s
2(2i−j−s)

P2i−2j−s(z) =

=

∣∣∣∣∣
k = i− j

j = i− k

∣∣∣∣∣ =
i∑

k=[ s
2 ]

22k−s (4k − 2s + 1)
2i + 2k − 2s + 1

Ci−k
2i−s

Ci+k−s
2(i+k−s)

P2k−s(z).

Останнiй вираз пiдставимо у спiввiдношення (0.2) i змiнимо порядок пiдсумовування. Матимемо

P
(s)
2n (z) =

s!Cs
2n+s

22n

n∑

i=[ s
2 ]

(−1)n−i
Cn−i

2n C2n+s
2(n+i)

i∑

k=[ s
2 ]

22k−s (4k − 2s + 1)Ci−k
2i−s

(2i + 2k − 2s + 1) Ci+k−s
2(i+k−s)

P2k−s(z) =

=
s!Cs

2n+s

22n+s

n∑

k=[ s
2 ]

22k (4k − 2s + 1) P2k−s(z)
n∑

i=k

(−1)n−i
Ci−k

2i−sC
n−i
2n C2n+s

2(n+i)

(2i + 2k − 2s + 1) Ci+k−s
2(i+k−s)

.

Скориставшись тотожнiстю

n∑

i=k

(−1)n−i
Ci−k

2i−sC
n−i
2n C2n+s

2(n+i)

(2i + 2k − 2s + 1) Ci+k−s
2(i+k−s)

=
s22(n−k)Cn−k

2n C2s
2(n+k)C

s
2s

(n− k + s) (2n + 2k − 2s + 1) Cn−k+s
2n Cs

2n+s

,

остаточно знаходимо

P
(s)
2n (z) =

s s!Cs
2s

2s

n∑

k=[ s
2 ]

(4k − 2s + 1) Cn−k
2n C2s

2(n+k)

(n− k + s) (2n + 2k − 2s + 1) Cn−k+s
2n

P2k−s(z) =

=

∣∣∣∣∣
j = n− k

k = n− j

∣∣∣∣∣ =
(2s)!

2s (s− 1)!

[ 2n−s
2 ]∑

j=0

(4n− 4j − 2s + 1)Cj
2nC2s

2(2n−j)

(s + j) (4n− 2j − 2s + 1) Cj+s
2n

P2n−2j−s(z). (2.3)

Якщо прийняти у спiввiдношеннi (1.2) k = 2i− s + 1 i скористатись тотожнiстю

n∑

i=k

(−1)n−i
Ci−k

2i−s+1C
n−i
2n+1C

2n+s+1
2(n+i+1)

Ci+k−s+1
2(i+k−s+1)

=
s22(n−k)Cn−k

2n+1C
2s
2(n+k+1)C

s
2s

(n− k + s) (2n + 2k − 2s + 3) Cn−k+s
2n+1 Cs

2n+s+1

,

то за аналогiєю до попереднього отримаємо

P
(s)
2n+1(z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

[ 2n−s+1
2 ]∑

j=0

(4n− 4j − 2s + 3) Cj
2n+1C

2s
2(2n−j+1)

(s + j) (4n− 2j − 2s + 3) Cj+s
2n+1

P2n−2j−s+1(z). (2.4)

Об’єднуючи спiввiдношення (2.3) i (2.4), приходимо до (2.1).
Доведемо спiввiдношення (2.2). У роботi [5] отримано явнi формули для парних та непарних степенiв

многочленiв Лежандра комплексної змiнної

P2n(z) =
1

22n

n∑

j=0

(−1)n−j
Cn−j

2n C2n
2(n+j)z

2j , (2.5)
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P2n+1(z) =
1

22n+1

n∑

j=0

(−1)n−j
Cn−j

2n+1C
2n+1
2(n+j+1)z

2j+1 (n = 0, 1, . . . ) . (2.6)

Прийнявши у спiввiдношеннi (1.1) j = k − s, знаходимо

zj =
1

s!Cs
j+s

[ j
2 ]∑

i=0

2j+s−2i (2j + 2s− 4i + 1) Ci
j+s

(2j + 2s− 2i + 1) Cj+s−i
2(j+s−i)

P
(s)
j+s−2i(z),

звiдки

z2j =
1

s!Cs
2j+s

j∑

i=0

22j+s−2i (4j + 2s− 4i + 1) Ci
2j+s

(4j + 2s− 2i + 1) C2j+s−i
2(2j+s−i)

P
(s)
2j+s−2i(z) =

=

∣∣∣∣∣
l = j − i

i = j − l

∣∣∣∣∣ =
1

s!Cs
2j+s

j∑

l=0

22l+s (4l + 2s + 1)Cj−l
2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) Cj+l+s
2(j+l+s)

P
(s)
2l+s(z). (2.7)

Аналогiчно

z2j+1 =
1

s!Cs
2j+1+s

j∑

l=0

22l+1+s (4l + 2s + 3) Cj−l
2j+1+s

(2j + 2l + 2s + 3) Cj+l+s+1
2(j+l+s+1)

P
(s)
2l+1+s(z). (2.8)

Пiдставивши вираз (2.7) у спiввiдношення (2.5), отримаємо

P2n(z) =
1

22n

n∑

j=0

(−1)n−j
Cn−j

2n C2n
2(n+j)

s!Cs
2j+s

j∑

l=0

22l+s (4l + 2s + 1) Cj−l
2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) Cj+l+s
2(j+l+s)

P
(s)
2l+s(z) =

=
1

22n

n∑

l=0

22l+s (4l + 2s + 1) P
(s)
2l+s(z)

n∑

j=l

(−1)n−j
Cn−j

2n C2n
2(n+j)C

j−l
2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) s!Cs
2j+sC

j+l+s
2(j+l+s)

.

Скориставшись тотожнiстю

n∑

j=l

(−1)n−j
Cn−j

2n C2n
2(n+j)C

j−l
2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) s!Cs
2j+sC

j+l+s
2(j+l+s)

=
(−1)n+l 22(n−l)s!Cn−l

s Cs
n+l+s

(2n + 2l + 2s + 1) (2s)!C2s
2(n+l+s)

,

знаходимо

P2n(z) =
2ss!
(2s)!

n∑

l=0

(−1)n+l (4l + 2s + 1) Cn−l
s Cs

n+l+s

(2n + 2l + 2s + 1) C2s
2(n+l+s)

P
(s)
2l+s(z) =

=

∣∣∣∣∣
j = n− l

l = n− j

∣∣∣∣∣ =
2ss!
(2s)!

n∑

j=0

(−1)j (4n− 4j + 2s + 1) Cj
sCs

2n−j+s

(4n− 2j + 2s + 1) C2s
2(2n−j+s)

P
(s)
2n−2j+s(z). (2.9)

Пiдставивши вираз (2.8) у спiввiдношення (2.6) i скориставшись тотожнiстю

n∑

j=l

(−1)n−j
Cn−j

2n+1C
2n+1
2(n+j+1)C

j−l
2j+s+1

(2j + 2l + 2s + 3) s!Cs
2j+s+1C

j+l+s+1
2(j+l+s+1)

=
(−1)n+l 22(n−l)s!Cn−l

s Cs
n+l+s+1

(2n + 2l + 2s + 3) (2s)!C2s
2(n+l+s+1)

,

аналогiчно до попереднього отримаємо

P2n+1(z) =
2ss!
(2s)!

n∑

j=0

(−1)j (4n− 4j + 2s + 3)Cj
sCs

2n−j+s+1

(4n− 2j + 2s + 3)C2s
2(2n−j+s+1)

P
(s)
2n−2j+s+1(z). (2.10)

Об’єднуючи вирази (2.9) та (2.10), приходимо до спiввiдношення (2.2).
Наслiдок 2.1. Справедливi комбiнаторнi тотожностi

n∑

l=m

(−1)n−l
s (4l + 2s + 1) (4m + 1) Cn−l

s Cs
n+l+sC

2s
2(l+m+s)C

l−m
2l+s

(2n + 2l + 2s + 1) (2m + 2l + 1) (l −m + s)C2s
2(n+l+s)C

l+m
2l+s

= δmn, (2.11)

n∑

l=m

(−1)n−l
s (4l + 2s + 3) (4m + 3) Cn−l

s Cs
n+l+s+1C

2s
2(l+m+s+1)C

l−m
2l+s+1

(2n + 2l + 2s + 3) (2m + 2l + 3) (l −m + s)C2s
2(n+l+s+1)C

l+m+1
2l+s+1

= δmn. (2.12)
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Доведення. Iз спiввiдношення (2.2) отримаємо вирази многочленiв Лежандра через їхнi похiднi для парних
значеннь n

P2n(z) =
2ss!
(2s)!

n∑

j=0

(−1)j (4n− 4j + 2s + 1) Cj
sCs

2n−j+s

(4n− 2j + 2s + 1)C2s
2(2n−j+s)

P
(s)
2n−2j+s(z) =

=

∣∣∣∣∣
l = n− j

j = n− l

∣∣∣∣∣ =
2ss!
(2s)!

n∑

l=0

(−1)n−l (4l + 2s + 1) Cn−l
s Cs

n+l+s

(2n + 2l + 2s + 1) C2s
2(n+l+s)

P
(s)
2l+s(z). (2.13)

Аналогiчно для непарних значень n

P2n+1(z)=
2ss!
(2s)!

n∑

l=0

(−1)n−l (4l + 2s + 3) Cn−l
s Cs

n+l+s+1

(2n + 2l + 2s + 3) C2s
2(n+l+s+1)

P
(s)
2l+s+1(z). (2.14)

На пiдставi виразу (2.1), знаходимо

P
(s)
2l+s(z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

l∑

j=0

(4l − 4j + 1) C2s
2(2l−j+s)C

j
2l+s

(s + j) (4l − 2j + 1) Cj+s
2l+s

P2l−2j(z) =

=

∣∣∣∣∣
m = l − j

j = l −m

∣∣∣∣∣ =
(2s)!

2s (s− 1)!

l∑
m=0

(4m + 1) C2s
2(l+m+s)C

l−m
2l+s

(l −m + s) (2l + 2m + 1) Cl+m
2l+s

P2m(z).

Аналогiчно

P
(s)
2l+s+1(z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

l∑
m=0

(4m + 3)C2s
2(l+m+s+1)C

l−m
2l+s+1

(l −m + s) (2l + 2m + 3) Cl+m+1
2l+s+1

P2m+1(z).

Вирази для многочленiв P
(s)
2l+s(z) пiдставимо у спiввiдношення (2.13). Матимемо

P2n(z) =
2ss!
(2s)!

n∑

l=0

(−1)n−l (4l + 2s + 1) Cn−l
s Cs

n+l+s

(2n + 2l + 2s + 1) C2s
2(n+l+s)

×

× (2s)!
2s (s− 1)!

l∑
m=0

(4m + 1) C2s
2(l+m+s)C

l−m
2l+s

(l −m + s) (2l + 2m + 1) Cl+m
2l+s

P2m(z) =

=
n∑

m=0

P2m(z)
n∑

l=m

(−1)n−l
s (4m + 1) (4l + 2s + 1) Cn−l

s Cs
n+l+sC

2s
2(l+m+s)C

l−m
2l+s

(2n + 2l + 2s + 1) (l −m + s) (2l + 2m + 1) C2s
2(n+l+s)C

l+m
2l+s

.

Аналогiчно, пiдставивши вирази для многочленiв P
(s)
2l+s+1 у спiввiдношення (2.14), знаходимо

P2n+1(z) =
n∑

m=0

P2m+1(z)×

×
n∑

l=m

(−1)n−l
s (4m + 3) (4l + 2s + 3) Cn−l

s Cs
n+l+s+1C

2s
2(l+m+s+1)C

l−m
2l+s+1

(2n + 2l + 2s + 3) (l −m + s) (2l + 2m + 3) C2s
2(n+l+s+1)C

l+m+1
2l+s+1

.

Врахувавши незалежнiсть многочленiв Лежандра, приходимо до тотожностей (2.11), (2.12).
Наслiдок 2.2. Справедливi комбiнаторнi тотожностi

n∑

k=l

(−1)k−l
s (4k − 2s + 1) (4l + 1) C2s

2(n+k)C
n−k
2n Ck−l

s Cs
k+l

(2n + 2k − 2s + 1) (2k + 2l + 1) (n− k + s)Cn−k+s
2n C2s

2(k+l)

= δln, (2.15)

n∑

k=l

(−1)k−l
s (4k − 2s + 3) (4l + 3) C2s

2(n+k+1)C
n−k
2n+1C

k−l
s Cs

k+l+1

(2n + 2k − 2s + 3) (2k + 2l + 3) (n− k + s)Cn−k+s
2n+1 C2s

2(k+l+1)

= δln. (2.16)

Доведення. На пiдставi спiввiдношення (2.1) знаходимо для парних значень n

P
(s)
2n (z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

[n− s
2 ]∑

j=0

(4n− 4j − 2s + 1) C2s
2(2n−j)C

j
2n

(s + j) (4n− 2j − 2s + 1) Cj+s
2n

P2n−2j−s(z) =

=

∣∣∣∣∣
k = n− j

j = n− k

∣∣∣∣∣ =
(2s)!

2s (s− 1)!

n∑

k=[ s
2 ]

(4k − 2s + 1)C2s
2(n+k)C

n−k
2n

(n− k + s) (2n + 2k − 2s + 1) Cn−k+s
2n

P2k−s(z). (2.17)
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Аналогiчно отримуємо для непарних значень n

P
(s)
2n+1(z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

n∑

k=[ s−1
2 ]

(4k − 2s + 3)C2s
2(n+k+1)C

n−k
2n+1

(n− k + s) (2n + 2k − 2s + 3) Cn−k+s
2n+1

P2k−s+1(z). (2.18)

Iз спiввiдношення (2.2) маємо

P2k−s(z) =
2ss!
(2s)!

[k− s
2 ]∑

j=0

(−1)j (4k − 4j + 1)Cj
sCs

2k−j

(4k − 2j + 1)C2s
2(2k−j)

P
(s)
2k−2j(z) =

=

∣∣∣∣∣
l = k − j

j = k − l

∣∣∣∣∣ =
2ss!
(2s)!

k∑

l=[ s
2 ]

(−1)k−l (4l + 1) Ck−l
s Cs

k+l

(2k + 2l + 1) C2s
2(k+l)

P
(s)
2l (z).

Аналогiчно

P2k−s+1(z) =
2ss!
(2s)!

k∑

l=[ s−1
2 ]

(−1)k−l (4l + 3)Ck−l
s Cs

k+l+1

(2k + 2l + 3) C2s
2(k+l+1)

P
(s)
2l+1(z).

Пiдставивши вирази многочленiв P2k−s(z) у (2.17), одержимо

P
(s)
2n (z) =

(2s)!
2s (s− 1)!

n∑

k=[ s
2 ]

(4k − 2s + 1) C2s
2(n+k)C

n−k
2n

(n− k + s) (2n + 2k − 2s + 1) Cn−k+s
2n

×

× 2ss!
(2s)!

k∑

l=[ s
2 ]

(−1)k−l (4l + 1) Ck−l
s Cs

k+l

(2k + 2l + 1) C2s
2(k+l)

P
(s)
2l (z) =

=
n∑

l=[ s
2 ]

P
(s)
2l (z)

n∑

k=l

(−1)k−l
s (4l + 1) (4k − 2s + 1) C2s

2(n+k)C
n−k
2n Ck−l

s Cs
k+l

(2k + 2l + 1) (n− k + s) (2n + 2k − 2s + 1) Cn−k+s
2n C2s

2(k+l)

.

Аналогiчно, пiдставляючи вирази многочленiв P2k−s+1(z) у (2.18), отримаємо

P
(s)
2n+1(z) =

n∑

l=[ s−1
2 ]

P
(s)
2l+1(z)×

×
n∑

k=l

(−1)k−l
s (4l + 3) (4k − 2s + 3) C2s

2(n+k+1)C
n−k
2n+1C

k−l
s Cs

k+l+1

(2k + 2l + 3) (n− k + s) (2n + 2k − 2s + 3) Cn−k+s
2n+1 C2s

2(k+l+1)

.

Врахувавши незалежнiсть похiдних многочленiв Лежандра, отримаємо тотожностi (2.15), (2.16).
Через Qn (z) позначимо многочлени, введенi в [4], для яких справедливе спiввiдношення

Qn(z) =
[n
2 ]∑

k=0

(−1)k 2n−2kCk
n−k

n + 1
zn−2k, n = 0, 1, . . . . (2.19)

Теорема 2.2. Справедливi залежностi мiж похiдними многочленiв Лежандра та многочленами Qn(z)

P (s)
n (z) =

2sΓ
(

3
2 − s

)
√

π

[n−s
2 ]∑

j=0

(−1)j (n− 2j − s + 1)2 Γ
(

1
2 + n− j

)

Γ(j + 1)Γ
(

3
2 − j − s

)
Γ(n− j − s + 2)

Qn−2j−s(z), (2.20)

Qn(z) =
πΓ(2s + 1)

23s+1 (n + 1) s!

[n
2 ]∑

j=0

(−1)j (2n− 4j + 2s + 1) Γ(n− j + 1)
Γ(j + 1)Γ

(
1
2 − j + s

)
Γ
(

3
2 + n− j + s

)P
(s)
n−2j+s(z), (2.21)

де n ≥ s.
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Доведення. У роботi [4] отримано вирази степенiв zk (k = 0, 1, . . . ) через многочлени Qn(z)

zk =
[ k
2 ]∑

j=0

(k − 2j + 1)2 Cj
k

(k − j + 1) 2k
Qk−2j(z). (2.22)

Прийнявши у спiввiдношеннi (2.22) k = 2i− s, отримаємо

z2i−s =
[i− s

2 ]∑

j=0

(2i− s− 2j + 1)2 Cj
2i−s

(2i− s− j + 1) 22i−s
Q2i−s−2j(z) =

=

∣∣∣∣∣
k = i− j

j = i− k

∣∣∣∣∣ =
i∑

k=[ s
2 ]

(2k − s + 1)2 Ci−k
2i−s

(i + k − s + 1) 22i−s
Q2k−s(z). (2.23)

Останнiй вираз пiдставимо у спiввiдношення (0.2). Змiнивши порядок пiдсумовування, одержимо

P
(s)
2n (z) =

s!Cs
2n+s

22n

n∑

i=[ s
2 ]

(−1)n−i
Cn−i

2n C2n+s
2(n+i)

i∑

k=[ s
2 ]

(2k − s + 1)2 Ci−k
2i−s

(i + k − s + 1) 22i−s
Q2k−s(z) =

=
1

22n−s

n∑

k=[ s
2 ]

(2k − s + 1)2 Q2k−s(z)
n∑

i=k

(−1)n−i
s!Cs

2n+sC
n−i
2n C2n+s

2(n+i)C
i−k
2i−s

(i + k − s + 1) 22i
.

Скориставшись тотожнiстю

n∑

i=k

(−1)n−i
s!Cs

2n+sC
n−i
2n C2n+s

2(n+i)C
i−k
2i−s

(i + k − s + 1) 22i
=

=
(−1)n+k 22nΓ

(
1
2 + n + k

)
Γ
(

3
2 − s

)
√

π Γ(n− k + 1)Γ
(

3
2 − n + k − s

)
Γ(n + k − s + 2)

,

знаходимо

P
(s)
2n (z) = 2sΓ

(
3
2 − s

) n∑

k=[ s
2 ]

(−1)n+k (2k − s + 1)2 Γ
(

1
2 + n + k

)
Q2k−s(z)√

π Γ(n− k + 1)Γ
(

3
2 − n + k − s

)
Γ(n + k − s + 2)

=

=

∣∣∣∣∣
l = n− k

k = n− l

∣∣∣∣∣ =
2sΓ

(
3
2 − s

)
√

π

[n− s
2 ]∑

l=0

(−1)l (2n− 2l − s + 1)2 Γ
(

1
2 + 2n− l

)

Γ(l + 1)Γ
(

3
2 − l − s

)
Γ(2n− l − s + 2)

Q2n−2l−s(z). (2.24)

Якщо прийняти у спiввiдношеннi (2.22) k = 2i− s + 1 i скористатись тотожнiстю

n∑

i=k

(−1)n−i
s!Cs

2n+sC
n−i
2n+1C

2n+s+1
2(n+i+1)C

i−k
2i−s+1

(i + k − s + 2) 22i
=

=
(−1)n+k 22n+2Γ

(
3
2 + n + k

)
Γ
(

3
2 − s

)
√

π Γ(n− k + 1)Γ
(

3
2 − n + k − s

)
Γ(n + k − s + 3)

,

то за аналогiєю до попереднього отримаємо

P
(s)
2n+1(z)=

2sΓ
(

3
2 − s

)
√

π

[n− s−1
2 ]∑

l=0

(−1)l (2n− 2l − s + 2)2 Γ
(

1
2 + 2n− l + 1

)

Γ(l + 1)Γ
(

3
2 − l − s

)
Γ(2n− l − s + 3)

Q2n−2l−s+1(z). (2.25)

Об’єднуючи спiввiдношення (2.24) та (2.25), приходимо до (2.20).
Доведемо формулу (2.21). Iз спiввiдношення (2.19) знаходимо для парних та непарних степенiв многочленiв

Qn(z)

Q2n(z) =
n∑

k=0

(−1)k 22n−2kCk
2n−k

2n + 1
z2n−2k =

∣∣∣∣∣
j = n− k

k = n− j

∣∣∣∣∣ =
n∑

j=0

(−1)n−j 22jCn−j
n+j

2n + 1
z2j , (2.26)
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Q2n+1(z) =
n∑

j=0

(−1)n−j 22j+1Cn−j
n+j+1

2n + 2
z2j+1. (2.27)

Пiдставляючи вираз (2.7) у формулу (2.26) та врахувавши тотожнiсть
n∑

j=l

(−1)n−j 22jCn−j
n+j Cj−l

2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) Cs
2j+sC

j+l+s
2(j+l+s)

=

=
(−1)n+l

πΓ(1 + n + l)Γ(1 + 2s)
22l+4s+1Γ(1 + n− l)Γ

(
1
2 − n + l + s

)
Γ
(

3
2 + n + l + s

) ,

матимемо

Q2n(z) =
n∑

j=0

(−1)n−j 22jCn−j
n+j

2n + 1
1

s!Cs
2j+s

j∑

l=0

22l+s (4l + 2s + 1) Cj−l
2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) Cj+l+s
2(j+l+s)

P
(s)
2l+s(z) =

=
2s

(2n + 1) s!

n∑

l=0

22l (4l + 2s + 1) P
(s)
2l+s(z)

n∑

j=l

(−1)n−j 22jCn−j
n+j Cj−l

2j+s

(2j + 2l + 2s + 1) Cs
2j+sC

j+l+s
2(j+l+s)

=

=
2s

(2n + 1) s!

n∑

l=0

(−1)n+l
πΓ(1 + n + l)Γ(1 + 2s)22l (4l + 2s + 1)

22l+4s+1Γ(1 + n− l)Γ
(

1
2 − n + l + s

)
Γ
(

3
2 + n + l + s

)P
(s)
2l+s(z) =

=

∣∣∣∣∣
j = n− l

l = n− j

∣∣∣∣∣ =
π (2s)!

23s+1 (2n + 1) s!
×

×
n∑

j=0

(−1)j (4n− 4j + 2s + 1)Γ(1 + 2n− j)
Γ(1 + j)Γ

(
1
2 − j + s

)
Γ
(

3
2 + 2n− j + s

)P
(s)
2n−2j+s(z). (2.28)

Пiдставляючи вираз (2.8) у формулу (2.27) та врахувавши тотожнiсть
n∑

j=l

(−1)n−j 22jCn−j
n+j+1C

j−l
2j+s+1

(2j + 2l + 2s + 3) Cs
2j+s+1C

j+l+s+1
2(j+l+s+1)

=

=
(−1)n+l

πsΓ(2 + n + l)Γ(1 + 2s)
22l+4s+3Γ(1 + n− l)Γ

(
1
2 − n + l + s

)
Γ
(

5
2 + n + l + s

) ,

одержимо

Q2n+1(z) =
π (2s)!

23s+1 (2n + 2) s!

n∑

j=0

(−1)j (4n− 4j + 2s + 3) Γ(2 + 2n− j)
Γ(1 + j)Γ

(
1
2 − j + s

)
Γ
(

5
2 + 2n− j + s

)P
(s)
2n−2j+s(z). (2.29)

Об’єднуючи спiввiдношення (2.28) та (2.29), приходимо до (2.21).
Наслiдок 2.3. Справедливi залежностi мiж похiдними многочленiв Лежандра, многочленами Чебишова

та їхнiми похiдними

P (s)
n (z) =

2sΓ
(

3
2 − s

)
√

π

[n−s
2 ]∑

j=0

(−1)j Γ
(

1
2 + n− j

)

Γ(j + 1)Γ
(

3
2 − j − s

)
Γ(n− j − s + 2)

T ′n−2j−s+1(z), (2.30)

P (s)
n (z) =

2sΓ
(

3
2 − s

)
√

π

[n−s
2 ]∑

j=0

(−1)j (n− 2j − s + 1)Γ
(

1
2 + n− j

)

Γ(j + 1)Γ
(

3
2 − j − s

)
Γ(n− j − s + 2)

Un−2j−s(z), (2.31)

T ′n+1(z) =
π (n + 1) Γ(2s + 1)

23s+1s!

[n
2 ]∑

j=0

(−1)j (2n− 4j + 2s + 1)Γ(n− j + 1)
Γ(j + 1)Γ

(
1
2 − j + s

)
Γ
(

3
2 + n− j + s

)P
(s)
n−2j+s(z), (2.32)

Un(z) =
πΓ(2s + 1)

23s+1s!

[n
2 ]∑

j=0

(−1)j (2n− 4j + 2s + 1)Γ(n− j + 1)
Γ(j + 1)Γ

(
1
2 − j + s

)
Γ
(

3
2 + n− j + s

)P
(s)
n−2j+s(z), (2.33)

де Tn(z), Un(z) — многочлени Чебишова першого i другого родiв вiдповiдно (див. [1, с. 11]).
Доведення. Спiввiдношення (2.30)-(2.33) випливають з (2.20), (2.21) на пiдставi вiдомих виразiв [4]

Qn(z) =
1

(n + 1)2
T ′n+1(z), Qn(z) =

1
n + 1

Un(z).
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III. Функцiї, асоцiйованi з похiдними многочленiв Лежандра

Розглянемо однозначну аналiтичну у крузi |z| < Ro, 1 < Ro ≤ ∞, функцiю f(z) комплексної змiнної. Тодi
її можна зобразити рядом Тейлора

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

zn. (3.1)

Знайдемо формальне розвинення функцiї f(z) за системою многочленiв
{

P
(s)
n (z)

}∞
n=0

вiд комплексної
змiнної. Для цього пiдставимо вирази (1.3) та (1.4) у рiвнiсть (3.1)

f(z) =
∞∑

k=s

f (k−s)(0)
(k − s)!

zk−s =
∞∑

2k=s

f (2k−s)(0)
(2k − s)!

z2k−s +
∞∑

2k+1=s

f (2k+1−s)(0)
(2k − s + 1)!

z2k−s+1 =

=
∞∑

2k=s

f (2k−s)(0)
(2k − s)!

1
s!Cs

2k

k∑

r=[ s
2 ]

22r (4r + 1) Ck−r
2k

(2k + 2r + 1) Ck+r
2(k+r)

P
(s)
2r (z)+

+
∞∑

2k+1=s

f (2k−s+1)(0)
(2k − s + 1)!

1
s!Cs

2k+1

k∑

r=[ s−1
2 ]

22r+1 (4r + 3)Ck−r
2k+1

(2k + 2r + 3) Ck+1+r
2(k+1+r)

P
(s)
2r+1(z).

Змiнивши порядок пiдсумовування, отримаємо

f(z) =
∞∑

r=[ s
2 ]

P
(s)
2r (z)

∞∑

k=r

22r (4r + 1)Ck−r
2k

(2k + 2r + 1) s!Cs
2kCk+r

2(k+r)

f (2k−s)(0)
(2k − s)!

+

+
∞∑

r=[ s−1
2 ]

P
(s)
2r+1(z)

∞∑

k=r

22r+1 (4r + 3) Ck−r
2k+1

(2k + 2r + 3) s!Cs
2k+1C

k+1+r
2(k+1+r)

f (2k+1−s)(0)
(2k + 1− s)!

=

=

∣∣∣∣∣
j = k − r

k = j + r

∣∣∣∣∣ =
∞∑

r=[ s
2 ]

P
(s)
2r (z)

∞∑

j=0

22r (4r + 1) Cj
2(j+r)

(2j + 4r + 1) s!Cs
2(j+r)C

j+2r
2(j+2r)

f (2j+2r−s)(0)
(2j + 2r − s)!

+

+
∞∑

r=[ s−1
2 ]

P
(s)
2r+1(z)

∞∑

j=0

22r+1 (4r + 3) Cj
2(j+r)+1

(2j + 4r + 3) s!Cs
2(j+r)+1C

j+2r+1
2(j+2r+1)

f (2j+2r−s+1)(0)
(2j + 2r − s + 1)!

=

=
∞∑

m=s

P (s)
m (z)

∞∑

j=0

2m (2m + 1) Cj
2j+m

(2j + 2m + 1) s!Cs
2j+mCj+m

2(j+m)

f (2j+m−s)(0)
(2j + m− s)!

. (3.2)

Позначимо

Lm−s (f) =
∞∑

j=0

2m (2m + 1) Cj
2j+m

(2j + 2m + 1) s!Cs
2j+mCj+m

2(j+m)

f (2j+m−s)(0)
(2j + m− s)!

.

Перетворивши вираз

2m (2m + 1) Cj
2j+m

(2j + 2m + 1) s!Cs
2j+mCj+m

2(j+m)

=
2m (2m + 1) (2j + m− s)! (j + m)!

(2j + 2m + 1)!j!
=

=
2m (2m + 1) Cj

j+m

(s + 1)!Cm
m+s+1C

2j+m−s
2j+2m+1

,

матимемо

Lm−s (f) =
2m (2m + 1)

(s + 1)!Cm
m+s+1

∞∑

j=0

Cj
j+m

C2j+m−s
2(j+m)+1

f (2j+m−s)(0)
(2j + m− s)!

. (3.3)

Врахувавши спiввiдношення (3.2) та (3.3), отримаємо розвинення функцiї f(z) за системою многочленiв{
P

(s)
n (z)

}∞
n=0

f(z) =
∞∑

m=s

Lm−s(f)P (s)
m (z).
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Введемо функцiї, асоцiйованi з многочленами P
(s)
m (z) (див. [7, с. 120])

ωm−s(z) =
2m (2m + 1)

(s + 1)!Cm
m+s+1

∞∑

j=0

Cj
j+m

C2j+m−s
2j+2m+1

1
z2j+m−s+1

(m ≥ s) . (3.4)

На пiдставi спiввiдношення (3.4) запишемо вирази асоцiйованих функцiй ωm−s(z) для парних та непарних
значень iндексiв m

ω2m−s(z) =
22m (4m + 1)

(s + 1)!C2m
2m+s+1

∞∑

j=0

Cj
j+2m

C2j+2m−s
2j+4m+1

1
z2j+2m−s+1

, (3.5)

ω2m−s+1(z) =
22m+1 (4m + 3)
(s + 1)!C2m+1

2m+s+2

∞∑

j=0

Cj
j+2m+1

C2j+2m+1−s
2j+4m+3

1
z2j+2m−s+2

. (3.6)

Твердження 3.1. Функцiї ωm−s(z) аналiтичнi в областi |z| > 1.
Коефiцiєнти Lm−s (f) зображуються у виглядi контурних iнтегралiв

Lm−s (f) =
1

2πi

∫

Γ

f(z)ωm−s(z)dz,

де Γ — додатно орiєнтоване коло |z| = q (1 < q < R0).

Доведення. Дiйсно, використовуючи асимптотичну формулу n! ∼ nn

en
, n →∞, знайдемо оцiнку для коефi-

цiєнтiв рядiв (3.4)

2m (2m + 1)
(s + 1)!Cm

m+s+1

Cj
j+m

C2j+m−s
2j+2m+1

=
2m (2m + 1) (j + m)! (2j + m− s)!

j! (2j + 2m + 1)!
∼

∼ 2m (2m + 1) (j + m)j+m
ej (2j + m− s)2j+m−s

e2j+2m+1

ej+mjje2j+m−s (2j + 2m + 1)2j+2m+1
=

=
2m (2m + 1) es+1jj+m

(
1 +

m

j

)j+m

(2j)2j+m−s

(
1 +

m− s

2j

)2j+m−s

jj (2j)2j+2m+1

(
1 +

2m + 1
2j

)2j+2m+1
∼

∼ (2m + 1) es+1

(2j)s+1

(
1 +

m

j

)j (
1 +

m− s

2j

)2j

(
1 +

2m + 1
2j

)2j
∼ (2m + 1) es+1

(2j)s+1

emem−s

e2m+1
=

2m + 1
(2j)s+1 . (3.7)

Звiдси одержуємо

lim
j→∞

j

√√√√ 2m (2m + 1)
(s + 1)!Cm

m+s+1

Cj
j+m

C2j+m−s
2j+2m+1

= lim
j→∞

j

√
2m + 1
(2j)s+1 = 1

i твердження 3.1 доведено.
Означення 3.1[2]. Система асоцiйованих функцiй {ωk(z)}∞k=0 називається бiортогональною iз системою

многочленiв Vn(z), якщо справджуються умови

1
2πi

∫

Γ

Vn(z)ωk(z)dz = δnk,

де Γ — додатно орiєнтований замкнений контур, що охоплює особливi точки функцiї ωk(z).
Теорема 3.1. Системи функцiй

{
P

(s)
n (z), ωn−s(z)

}∞
n=0

бiортогональнi вздовж замкненого контуру, що
охоплює круг |z| ≤ 1, тобто виконуються рiвностi

1
2πi

∫

Γ

P (s)
n (z)ωm−s(z)dz = δnm, (3.8)
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де ωn−s (z) визначенi спiввiдношенням (3.4).
Доведення. Розглянемо спочатку випадок парних значень iндексiв m, n. Пiдставимо вирази (0.2) та (3.5)

у лiву частину рiвностi (3.8). Матимемо

1
2πi

∫

Γ

P
(s)
2n (z)ω2m−s(z)dz =

1
2πi

s!Cs
2n+s2

2m (4m + 1)
22n (s + 1)!C2m

2m+s+1

×

×
n∑

r=[ s
2 ]

∞∑

j=0

(−1)n−r
Cn−r

2n C2n+s
2(n+r)C

j
j+2m

C2j+2m−s
2j+4m+1

∫

Γ

dz

z2j−2r+2m+1
=

∣∣∣∣∣
l = j + m

j = l −m

∣∣∣∣∣ =

=
1

2πi

(4m + 1) Cs
2n+s

22(n−m) (s + 1) C2m
2m+s+1

n∑

r=[ s
2 ]

∞∑

l=m

(−1)n−r
Cn−r

2n C2n+s
2(n+r)C

l−m
l+m

C2l−s
2l+2m+1

∫

Γ

dz

z2(l−r)+1
.

На пiдставi вiдомого результату [10, с. 81–82]
∫

Γ

dz

(z − a)n =

{
2πi, n = 1,

0, n 6= 1,
(3.9)

де Γ — довiльний замкнений контур, що охоплює точку a i однократно пробiгається в додатному напрямi,
знаходимо

1
2πi

∫

Γ

P
(s)
2n (z)ω2m−s(z)dz =

(4m + 1) Cs
2n+s

22(n−m) (s + 1) C2m
2m+s+1

n∑
r=m

(−1)n−r
Cn−r

2n C2n+s
2(n+r)C

r−m
r+m

C2r−s
2r+2m+1

.

Аналогiчно одержимо для непарних значень iндексiв m, n

1
2πi

∫

Γ

P
(s)
2n+1(z)ω2m−s+1(z)dz =

=
(4m + 3) Cs

2n+s+1

22(n−m) (s + 1) C2m+1
2m+s+2

n∑
r=m

(−1)n−r
Cn−r

2n+1C
2n+1+s
2(n+r+1)C

r−m
r+m+1

C2r−s+1
2r+2m+3

.

Використавши комбiнаторнi тотожностi

(4m + 1) Cs
2n+s

22(n−m) (s + 1)C2m
2m+s+1

n∑
r=m

(−1)n−r
Cn−r

2n C2n+s
2(n+r)C

r−m
r+m

C2r−s
2r+2m+1

= δnm,

(4m + 3)Cs
2n+s+1

22(n−m) (s + 1) C2m+1
2m+s+2

n∑
r=m

(−1)n−r
Cn−r

2n+1C
2n+s+1
2(n+r+1)C

r−m
r+m+1

C2r−s+1
2r+2m+3

= δnm,

приходимо до рiвностей (3.8).

Зауваження 3.1. Система функцiй
{

P
(s)
n (z)

}∞
n=0

ортогональна з вагою δ (x) =
2n + 1

2 (2s)!Cn−s
n+s

(
1− x2

)s на

вiдрiзку [−1; 1], тобто справедливi спiввiдношення

2n + 1
2 (2s)!Cn−s

n+s

1∫

−1

P (s)
n (x)P (s)

r (x)
(
1− x2

)s
dx = δnr. (3.10)

Доведення. Вiдомо, що для многочленiв Гегенбауера Cλ
n виконуються умови ортогональностi [6, с. 179]

n! (n + λ) [Γ(λ)]2

21−2λπΓ(n + 2λ)

1∫

−1

Cλ
n (x) Cλ

r (x)
(
1− x2

)λ− 1
2 dx = δnr. (3.11)

Застосовуючи останню рiвнiсть до многочленiв Гегенбауера C
s+ 1

2
n−s (x) та враховуючи їхнiй зв’язок iз похiд-

ними многочленiв Лежандра C
s+ 1

2
n−s (x) =

2s

s!Cs
2s

P (s)
n (x), матимемо

24s (n− s)!
(
n + 1

2

) [
Γ
(
s + 1

2

)]2

πΓ(n + s + 1) (s!)2 (Cs
2s)

2

1∫

−1

P (s)
n (x) P (s)

r (x)
(
1− x2

)s
dx = δnr. (3.12)
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Використовуючи формулу Лежандра [6, с. 19]

Γ(2z) = 22z−1π−
1
2 Γ(z)Γ

(
z +

1
2

)

та рiвнiсть (1.10), спростимо вираз

24s (n− s)!
(
n + 1

2

) [
Γ
(
s + 1

2

)]2

πΓ(n + s + 1) (s!)2 (Cs
2s)

2 .

Одержимо

24s (n− s)!
(
n + 1

2

) [
Γ
(
s + 1

2

)]2

πΓ(n + s + 1) (s!)2 (Cs
2s)

2 =
24s−1 (n− s)! (2n + 1) π [Γ(2s)]2

π (n + s)! (s!)2 (Cs
2s)

2 24s−2 [Γ(s)]2
=

=
2 (2n + 1) (n− s)! [(2s− 1)!]2 (s!)2

(n + s)! [(2s)!]2 [(s− 1)!]2
=

(2n + 1) (n− s)!
2 (n + s)!

=
2n + 1

2 (2s)!Cn−s
n+s

.

Пiдставивши останнiй вираз у (3.12), приходимо до рiвностей (3.10).
Теорема 3.2. Асоцiйованi функцiї ωn−s(z) мають iнтегральне зображення

ωn−s(z) =
2n + 1

2 (2s)!Cn−s
n+s

1∫

−1

(
1− x2

)s

z − x
P (s)

n (x) dx. (3.13)

Доведення. Запишемо для многочлена P
(s)
n (x) iнтегральну формулу Кошi

P (s)
n (x) =

1
2πi

∫

Γ

P
(s)
n (z)
z − x

dz,

де Γ — контур, який є границею областi, що мiстить вiдрiзок [−1; 1]. Пiдставивши її у спiввiдношення (3.10),
одержимо

2n + 1
2 (2s)!Cn−s

n+s

1∫

−1


 1

2πi

∫

Γ

P
(s)
n (z)
z − x

dz


P (s)

r (x)
(
1− x2

)s
dx = δnr.

Змiнюючи у лiвiй частинi останньої рiвностi порядок iнтегрування, знаходимо

2n + 1
2 (2s)!Cn−s

n+s

∫

Γ

P (s)
n (z)




1∫

−1

P
(s)
r (x)

(
1− x2

)s

z − x
dx


 dz = δnr.

Звiдси на пiдставi спiввiдношень (3.8), приходимо до зображення (3.13).
Позначимо Sn−s(z) = P

(s)
n (z).

Теорема 3.3. Справедливе розвинення

1
t− z

=
∞∑

n=s

P (s)
n (z) ωn−s(t), (3.14)

яке рiвномiрно збiгається для t ∈ D̄∞
ρ , z ∈ D̄0

r , де ρ, r — будь-якi числа, що задовольняють умови 0 < r < ∞,
ρ > max {1, r}, D̄∞

ρ — замкнена область, що мiстить нескiнченно вiддалену точку, границею якої є елiпс
Γρ, D̄0

r — замкнена область, що мiстить нульову точку, границею якої є елiпс Γr.
Доведення. Пiдставивши у праву частину рiвностi (3.14) вирази (3.5) та (3.6) для асоцiйованих функцiй,
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отримаємо

∞∑

l=0

Sl(z)ωl(t) =
∞∑

n=s

P (s)
n (z)ωn−s(t) =

∞∑
2n=s

P
(s)
2n (z)ω2n−s(t) +

∞∑
2n+1=s

P
(s)
2n+1(z)ω2n+1−s(t) =

=
∞∑

n=[ s
2 ]

P
(s)
2n (z)

22n (4n + 1)
(s + 1)!C2n

2n+s+1

∞∑

j=0

Cj
j+2n

C2j+2n−s
2j+4n+1

1
t2j+2n+1−s

+

+
∞∑

n=[ s−1
2 ]

P
(s)
2n+1(z)

22n+1 (4n + 3)
(s + 1)!C2n+1

2n+s+2

∞∑

j=0

Cj
j+2n+1

C2j+2n+1−s
2j+4n+3

1
t2j+2n+2−s

=

=

∣∣∣∣∣
l = j + n

j = l − n

∣∣∣∣∣ =
∞∑

n=[ s
2 ]

P
(s)
2n (z)

22n (4n + 1)
(s + 1)!C2n

2n+s+1

∞∑

l=n

Cl−n
l+n

C2l−s
2l+2n+1

1
t2l−s+1

+

+
∞∑

n=[ s−1
2 ]

P
(s)
2n+1(z)

22n+1 (4n + 3)
(s + 1)!C2n+1

2n+s+2

∞∑

l=n

Cl−n
l+n+1

C2l+1−s
2l+2n+3

1
t2l−s+2

.

Змiнивши в двох останнiх сумах порядок пiдсумовування, матимемо

∞∑
n=s

P (s)
n (z) ωn−s(t) =

∞∑

2l=s

1
t2l−s+1

l∑

n=[ s
2 ]

22n (4n + 1) Cl−n
l+n

(s + 1)!C2n
2n+s+1C

2l−s
2l+2n+1

P
(s)
2n (z)+

+
∞∑

2l+1=s

1
t2l−s+2

l∑

n=[ s−1
2 ]

22n+1 (4n + 3)Cl−n
l+n+1

(s + 1)!C2n+1
2n+s+2C

2l+1−s
2l+2n+3

P
(s)
2n+1(z). (3.15)

Перетворимо

22n (4n + 1) Cl−n
l+n

(s + 1)!C2n
2n+s+1C

2l−s
2l+2n+1

=
22n (4n + 1) (l + n)! (2l − s)!

(l − n)! (2l + 2n + 1)!
=

=
22n (4n + 1) (l + n)! (2l − s)! (2l)! (l + n)!

(l − n)! (2l + 2n + 1)! (2l)! (l + n)!
=

1
s!Cs

2l

22n (4n + 1) Cl−n
2l

(2l + 2n + 1) Cl+n
2(l+n)

.

Аналогiчно

22n+1 (4n + 3) Cl−n
l+n+1

(s + 1)!C2n+1
2n+s+2C

2l+1−s
2l+2n+3

=
1

s!Cs
2l+1

22n+1 (4n + 3)Cl−n
2l+1

(2l + 2n + 3) Cl+n+1
2(l+n+1)

.

Пiдставивши отриманi вирази у (3.15) та врахувавши спiввiдношення (1.4) та (1.5), остаточно знаходимо

∞∑
n=s

P (s)
n (z) ωn−s(t) =

∞∑

2l=s

z2l−s

t2l−s+1
+

∞∑

2l+1=s

z2l+1−s

t2l−s+2
=

=
1
t

(
t

z

)s ∞∑
n=s

(z

t

)n

=
ts−1

zs

(z

t

)

1− z

t

=
1

t− z
.

Покажемо, що ряд
∞∑

n=s

P (s)
n (z)ωn−s(t) рiвномiрно збiжний для t ∈ D̄∞

ρ , z ∈ D̄0
r , де ρ, r — будь-якi числа, що

задовольняють умови 0 < r < ∞, ρ > max {1, r}.
Врахувавши оцiнку (1.8) для похiдних многочленiв Лежандра, отримаємо

∣∣∣∣∣
∞∑

n=s

P (s)
n (z)ωn−s(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=s

∣∣∣P (s)
n (z)

∣∣∣ |ωn−s(t)| ≤

≤ 2ss!
∞∑

n=s

Cn−s
n+srn−s

∞∑

j=0

2n (2n + 1) Cj
j+n

(s + 1)!Cn
n+s+1C

2j+n−s
2n+2j+1

1

|t|2j+n−s+1
. (3.16)
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На пiдставi асимптотичних рiвностей (3.7) та

(m + s)!
(m− s)!

∼ (m + s)m+s
em−s

em+s (m− s)m−s =
m2s

e2s

(
1 +

s

m

)m+s

(
1− s

m

)m−s ∼ m2s (3.17)

ряд у правiй частинi спiввiдношення (3.16) еквiвалентний ряду

2ss!
(2s)!

∞∑
n=s0

(2n + 1) n2srn−s
∞∑

j=j0

1

(2j)s+1 |t|2j+n−s+1
.

Оскiльки
1

(2j)s+1 < 1, то останнiй ряд оцiнюється рядом

2ss!
(2s)!

∞∑
n=s

(2n + 1)n2s

(
r

|t|
)n−s ∞∑

j=0

1

|t|2j+1
=

=
2ss!
(2s)!

∞∑
n=s

(2n + 1) n2s

(
r

|t|
)n−s 1

|t|2 − 1
<

2ss!
(2s)!

∞∑
n=s

(2n + 1)n2s

(
r

|t|
)n−s

,

який збiгається при ρ > r. Звiдси випливає, що ряд у спiввiдношеннi (3.14) рiвномiрно збiгається у зазначених
областях.

IV. Розвинення аналiтичних функцiй
за системою похiдних
многочленiв Лежандра

Теорема 4.1. Нехай функцiя f (z) комплексної
змiнної однозначна та аналiтична у вiдкритiй об-
ластi DR, границею якої є елiпс ΓR (1 < R ≤ ∞)

з рiвнянням z =
1
2

(
Reiϕ + R−1e−iϕ

)
, (0 ≤ ϕ < 2π).

Тодi ряд
∞∑

m=s

Lm−s(f)P (s)
m рiвномiрно збiгається в

замкненiй областi D̄ρ, обмеженiй елiпсом Γρ, де
1 ≤ ρ < R.

Доведення. Оскiльки степеневий ряд (3.1) рiвно-
мiрно збiгається в крузi {z : |z| ≤ r}, r < R0, то

∣∣f (2j+m−s) (0)
∣∣

(2j + m− s)!
≤ K

r2j+m−s
, K = const. (4.1)

Врахувавши спiввiдношення (3.3) та нерiвностi
(1.8), (4.1), отримаємо

∣∣∣∣∣
∞∑

m=s

Lm−s(f)P (s)
m

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

m=s

|Lm−s(f)|
∣∣∣P (s)

m

∣∣∣ ≤

≤ 2ss!K
∞∑

m=s

Cm−s
m+s

(
R

r

)m−s ∞∑

j=0

2m (2m+1)Cj
j+m

(s+1)!Cm
m+s+1C

2j+m−s
2j+2m+1

1
r2j

.

Останнiй ряд на пiдставi асимптотичних рiвнос-
тей (3.7) та (3.17) еквiвалентний ряду

2ss!K
∞∑

m=s

m2s

(2s)!

(
R

r

)m−s ∞∑

j=0

2m + 1
(2j)s+1

1
r2j

.

Мажорантним рядом для останнього є збiжний

при R < r ряд

2ss!K
r2

r2 − 1

∞∑
m=s

(2m + 1) m2s

(2s)!

(
R

r

)m−s

.

Звiдси випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду
∞∑

m=s

Lm−s(f)P (s)
m у зазначенiй областi.

Приклад 4.1. Розкласти функцiю
1

a− z
в ряд за

похiдними многочленiв Лежандра.
Зi спiввiдношення (3.14) маємо

1
a− z

=
∞∑

n=s

P (s)
n (z)ωn−s(a) =

∞∑

l=0

Sl(z)ωl(a) (|a| > |z|) ,

де ωl(a) – коефiцiєнти, якi визначаються за форму-
лою (3.4).

Приклад 4.2. Розкласти функцiю
a

a2 − z2
в ряд

за похiдними многочленiв Лежандра.
Оскiльки для многочленiв Гегенбауера Cλ

n(z) ви-
конується рiвнiсть [11, с. 170]

Cλ
n(−z) = (−1)n

Cλ
n(z),

то зi спiввiдношення (1.12) маємо

P (s)
n (−z) = (−1)n−s

P (s)
n (z) (n ≥ s) . (4.2)

На пiдставi рiвностi

1
(a− z) (a + z)

=
1
2a

(
1

a− z
+

1
a + z

)
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та спiввiдношення (3.14) знаходимо
a

a2 − z2
=

=
1
2

( ∞∑
n=s

P (s)
n (z)ωn−s(a)+

∞∑
n=s

(−1)n−s
P (s)

n (z)ωn−s(a)

)
=

=
1
2

∞∑
n=s

(
1 + (−1)n−s

)
P (s)

n (z)ωn−s(a) =

=
1
2

∞∑

l=0

(
1 + (−1)l

)
Sl(z)ωl(a).

В останнiй сумi залишаться доданки при l = 2k,
тому

a

a2 − z2
=

∞∑

l=0

S2k(z)ω2k(a) (|a| > |z|) ,

де ωl(a) — коефiцiєнти, якi визначаються за форму-
лою (3.4).

Приклад 4.3. Розкласти функцiю
z

a2 − z2
в ряд

за похiдними многочленiв Лежандра.
Використовуючи рiвнiсть

z

a2 − z2
=

a + z − a

a2 − z2
=

1
a− z

− a

a2 − z2
,

приклади 4.1 та 4.2, матимемо

z

a2 − z2
=

∞∑

l=0

Sl(z)ωl(a)−

−1
2

∞∑

l=0

(
1 + (−1)l

)
Sl(z)ωl(a) =

=
1
2

∞∑

l=0

(
1− (−1)l

)
Sl(z)ωl(a).

В останнiй сумi залишаться доданки при
l = 2k + 1, тому

a

a2 − z2
=

∞∑

k=0

S2k+1(z)ω2k+1(a) (|a| > |z|) ,

де ωl(a) — коефiцiєнти, якi визначаються за форму-
лою (3.4).

Висновки

Узагальненням методу розкладу функцiй у сте-
пеневi ряди в комплекснiй областi є їхнє розвинен-
ня за системою полiномiв, бiортогональною з деякою
iншою системою (асоцiйованих) функцiй. За певних
умов [7] для будь-якої незалежної i повної системи
функцiй можна побудувати вiдповiдну систему асо-
цiйованих функцiй i конструювати ряди за нею.

У роботi побудовано систему функцiй, асоцiйо-
ваних з похiдними P

(s)
n (z) многочленiв Лежандра

Pn(z), встановлено умови розвинення аналiтичних у
крузi функцiй в ряди за многочленами P

(s)
n (z) та на-

ведено приклади таких розкладiв. Крiм того, отри-
мано спiввiдношення мiж похiдними многочленiв Ле-
жандра та деякими ортогональними многочленами,
а також комбiнаторнi тотожностi, якi мають само-
стiйний iнтерес.
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EXPANSION OF ANALYTICAL FUNCTIONS IN CIRCLE
INTO SERIES BY SYSTEM OF THE DERIVATIVES

OF LEGENDRE POLYNOMIALS IN THE COMPLEX DOMAIN

M.A. Sukhorolsky , V.V. Dostoyna
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12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Properties of the derivatives of Legandre polynomials in the complex domain and conditions
of expansion of analytical functions in circle into series by them are investigated.
Keywords: analytical function, Legandre polynomials, biorthogonal system of functions, associated
function.
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