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Розглянуто феноменологічну модель, що описує зняття залишкових напружень вібраційною 
обробкою. Розроблено залежності для розрахунку суцільної круглої пластини постійної 
товщини при зонтичних формах коливань. Побудовано епюри внутрішніх напружень до 

процесу вібраційної обробки та після неї; виконано їх аналіз. 
 

In article representation the phenomenon model to relaxations of the remaining stress in metallic design 
by means of vibratory stress relief. Developed dependences for the calculation of continuous round plate 

of permanent thickness at the umbellate forms of vibrations. Built epures of internal stress to the 
process of vibratory stress relief and after it; their analysis is done. 

 
Постановка проблемы. В процессе изготовления машиностроительных конструкций в них 

возникают остаточные напряжения, которые снижают срок эксплуатации конструкции и могут 
привести к преждевременному выходу из строя. Операция снижения остаточных напряжений 
является одной из наиболее трудновыполнимых и требует больших материальных затрат. В 
инженерной практике применяют многочисленные способы уменьшения напряжений, непрерывно 
совершенствуют и разрабатывают новые методы.  

Один из таких методов – вибрационный метод снятия остаточных напряжений и 
деформаций, основанный на обработке изделий в резонансном режиме, переменными 
напряжениями, достаточными для упругопластических деформаций металла [1–3]. В отличие от 
других методов, высокая эффективность и экономичность вибрационного старения 
обеспечивается независимо от марки конструкционного материала. По производительности и 
простоте процесса вибрационное нагружение в большинстве случаев имеет преимущества перед 
другими методами и соответствует основным требованиям, предъявляемым к применяющимся в 
практике средствам снижения напряжений.  

К сожалению, применение этого метода сильно ограничивается недостаточной изученностью 
процессов, происходящих в материале в процессе виброобработки. Остаются неопределенными 
оптимальные условия закрепления, точка приложения и величина возмущающей силы, время 
обработки изделий. Сегодня эти вопросы решаются на основании экспериментальных исследо-
ваний, что зависит от личного опыта экспериментатора, при ошибках которого обработка 
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оказывается недостаточно эффективной и часто приводит к негативному результату (образование 
трещин, разрушения конструкций). 

Поэтому разработка надежных расчетных методов для выбора рациональных параметров 
вибрационных изделий является актуальной и практически важной научно-технической проблемой, 
решение которой позволит повысить технико-экономические показатели процесса вибрационного 
старения, создать эффективные технологии и оборудование для вибрационной обработки.  

Анализ последних исследований и публикаций. Попытки создания математических 
моделей для расчета процесса вибрационного старения и оценки уровня остаточных напряжений 
после него следует разделить на три класса:  

1) модели, позволяющие оценить примерный уровень снижения величины остаточных 
напряжений [4]. Недостатки такого подхода очевидны; 

2) реологические модели [5–7], которые качественно отражают процесс релаксации 
остаточных напряжений. Сегодня определение значений физических величин всех параметров, 
построенных моделей методами физики твердого тела, невозможно. Поэтому этот класс моделей 
полезен для качественных исследований;  

3) модели внутренней структуры материала [8–9], предназначенные для анализа поведения 
кристаллической решетки в процессе вибрационного старения. Естественно, эти модели также не 
позволяют произвести расчет величин остаточных напряжений. 

 
Выделение не решенных ранее частей общей проблемы, которым посвящается статья. 

Ранее автор предложил феноменологическую модель, позволяющую описать процесс вибрацион-
ного старения, и были произведены расчеты элементов конструкций, в которых происходит 
релаксация остаточных напряжений при помощи вибрационной обработки [10].  

В случае сложного напряженного состояния феноменологическая зависимость изменения 

элементов девиатора тензора остаточной пластической составляющей деформации p
ijε  в процессе 

релаксации от количества циклов N принимает вид: 
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где ijσ~  – элементы тензора остаточных напряжений, `
~

ijS , p
ijε  – элементы девиатора тензора 

напряжений и пластических деформаций соответственно; C и a – константы, определяемые из 
эксперимента; −−1σ  предел усталости материала; aσ  – тензор амплитудных значений 
динамических напряжений, создаваемых источником вибрации; )~(2 аJ σσ +  – второй инвариант 
девиатора суммы остаточных и динамических напряжений. 

На основе предложенных уравнений состояния решены задачи анализа процессов релаксации 
остаточных напряжений при известных полях начальных остаточных напряжений и динамических 
напряжений при вынужденных колебаниях в условиях вибрационной обработки простых 
осесимметричных тел вращения [10]. 

Целью работы является разработка расчетного метода численной оценки уровня остаточных 
напряжений и программного обеспечения для анализа процессов релаксации остаточных 
напряжений в осесимметричных телах вращения при виброобработке для случая, когда величины 
динамических напряжений – это функция координат.  

Изложение основного материала исследования. Рассмотрен случай виброобработки 
сплошного диска постоянной толщины. В процессе исследований предполагалось, что в системе 
существуют только упругие колебания, поэтому задача релаксации остаточных напряжений в диске 
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под действием вибрации разделяется на задачу нахождения амплитудных значений динамических 
напряжений и задачу релаксации остаточных напряжений в известном поле динамических 
напряжений. 

Расчет динамических напряжений.  
Диск рассмотрен как круглая сплошная пластина, свободно опертая по контуру. 

Дифференциальное уравнение изгиба пластины постоянной толщины h при малых перемещениях в 
соответствии с [11] имеет вид (2): 

),,,(122 trq
D

ϕξ =∇∇   (2) 

где 22∇∇  – бигармонический оператор Лапласа; ξ ),,( tr ϕ  – прогиб; D – цилиндрическая жесткость; 
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−= – интенсивность нормальной нагрузки,  

где ρ  – плотность материала; ),,( trqд ϕ  – интенсивность диссипативных сил; ),,( trqр ϕ  – 
интенсивность возбуждающей нагрузки. 

Уравнение движения срединной поверхности рассматриваемой круглой пластины 
представляет собой такую зависимость: 
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Определение сил трения – сложная техническая задача, требующая дополнительных 
экспериментальных исследований по определению вязкой и амплитудно-зависимой составляющих 
коэффициента трения и их учету в дальнейших расчетах. Такие расчеты выходят за рамки 
поставленных в этом исследовании задач. Поэтому для решения уравнения (3) предложено такое: 

1) так как при резонансных колебаниях формы колебаний близки к формам собственных 
колебаний [12], то амплитуды колебаний для случая гармонического возбуждения приняты в виде 
функции собственных форм; 

2) исследование процессов релаксации остаточных напряжений проведены для различных 
фиксированных значений максимальной амплитуды перемещений срединной плоскости при 
колебаниях. 

Руководствуясь вышесказанным, предлагается искать решение задачи о вынужденных 
колебаниях круглой пластины в виде (4): 

trwtr ωϕϕξ sin),(),,( ⋅= .  (4) 
Для рассмотренного случая круглой пластины, свободно опертой по контуру, граничные 

условия учтены равенством нулю прогиба и изгибающего момента при r = R (5): 
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Из решения полученного уравнения при помощи математического пакета Maple получены 
значения собственных частот в диске с такими параметрами: R = 500 мм, h = 10 мм, плотность 
материала ρ  = 7,8 × 103 кг/м3. Значения коэффициентов в уравнении форм выбраны так, чтобы 
максимальные прогибы в центре диска равнялись 0,05; 0,1; 0,2 и 0,3 от его толщины.  

Радиальные перемещения найдены как функции текущих координат и рассчитанных 
значений прогибов: 

r
rwzzru

∂
∂−= )(),( , 
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где z – текущее значение координаты, отсчитываемое от срединной линии; )(rw  – форма прогиба 
срединной плоскости; ω  – частота гармонического возбуждения. 

На основании приведенных в [3] зависимостей деформации от радиального перемещения 
получены выражения для нахождения величин деформации при известных прогибах (6): 
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На основании закона Гука и полученных зависимостей (6) напряжения, возникающие в 
процессе колебаний, найдены в виде (7): 
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Расчет процесса вибрационного старения.  
В связи с тем, что в системе происходят поперечные колебания с амплитудой действующих 

напряжений aσ , величина остаточных напряжений есть функция не только r, но и z. Вследствие 

этого приращение элементов тензора остаточной пластической составляющей деформации p
ijε  

является функцией z и, как следствие, приращение напряжений θσσ && ~,~
r  также является функцией z: 
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В связи с тем, что в рассматриваемом диске остаточные напряжения на срединной 
поверхности не равны нулю, условие равновесия записано относительно приращения усилий в 
срединной плоскости (9) [1]: 
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где приращения усилий найдены согласно формулам (10): 
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Зависимость (9) после подстановки (10) приобрела вид (11): 
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где )(0 ru&  – радиальное перемещение на срединной поверхности; h – толщина диска. 
Краевые условия (12): 
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Расчет выполнен при помощи программы, написанной на языке Pascal. Количество точек, в 
которых производился расчет остаточных напряжений: вдоль радиуса – 100 точек, по толщине 
диска – 10 точек. Параметры процесса релаксации: С = 7,79 × 10-11 Па-1, а = 5,57. При решении 
уравнения (12) использовался метод конечных разностей. 

 
Выполнение практических расчетов.  
Распределение остаточных напряжений описано в [14]. Принято, что зона пластического 

течения заняла половину радиуса диска, т. е. rт = 0,5R. Выполнен расчет процесса вибрационного 
старения при максимальных прогибах в центре диска, равных 0,05; 0,1; 0,2 и 0,3 от его толщины.  

Отмечено, что эпюры остаточных напряжений после релаксации, вычисленные при 
различных значениях максимальных прогибов во время виброобработки, имеют характерный вид, 
изображенный на рис. 1. Величина изменения остаточных напряжений пропорциональна величине 
прогиба, что подтверждает ранее высказанное предположение о зависимости скорости релаксации 
от амплитудных напряжений. 

Дальнейшие расчеты по влиянию формы колебаний выполнены для случая, когда величина 
максимального прогиба равняется 0,3h. Полученные эпюры приведены на рис. 2. 

Очевидно, что релаксационный процесс эффективнее при обработке с частотой, равной 
первой резонансной частоте. Это связано с тем, что при колебаниях на первой резонансной частоте 
отсутствуют узлы колебаний. 
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Рис. 1. Эпюры остаточных напряжений в диске в зависимости от амплитуды:  
а – радиальных; б – окружных 
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Рис. 2. Эпюры остаточных напряжений в диске после обработки на различных частотах: 
 а – радиальных; б – окружных 
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Скорость процесса релаксации остаточных напряжений прямо пропорциональна расстоянию 
от нейтральной линии, и вследствие этого наибольшие остаточные напряжения находятся на 
срединной линии, что можно увидеть при рассмотрении эпюры распределения остаточных 
напряжений по толщине диска после виброобработки на первой резонансной частоте в сечении, для 
которого радиус 10

Rr =  (рис. 3). 
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Рис. 3. Распределение остаточных напряжений по толщине диска 
 

Кроме того, сравнив полученное решение с изложенными в [10] результатами вибрационной 
обработки толстостенной трубы, можно отметить, что процесс релаксации остаточных напряжений 
идет медленнее за счет того, что на срединной поверхности не происходит приращение элементов 
тензора остаточной пластической составляющей деформации, описываемых формулами (1).  

 
Выводы. Сформулированы и решены задачи релаксации остаточных напряжений в осесим-

метричных конструкциях. Созданы математические модели процесса вибрационного старения 
толстостенной трубы и сплошной круглой пластины постоянной толщины. Получены численные 
решения сформулированных задач. Построены эпюры внутренних напряжений до и после 
вибрационной обработки. Проанализированы полученные зависимости.  
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Розглянуто основні показники оцінки пластичності металів поверхневого шару деталей 

при їх відновленні різними методами. 
 

The basic evaluation indexes of plasticity of metals of superficial layer of details are examined at 
their renewal different methods. 

 
Постановка проблеми. Покращення якості деталей під час їх виготовлення або відновлення 

пов’язано, великою мірою, з інтенсифікацією використаних технологічних процесів обробки 
поверхневого шару. Дати оцінку деформуванню металу в холодному стані, визначити величину 
зусиль та деформацій, розрахувати напруження, що при цьому виникають, можливо тільки тоді, 
коли відомі залежності його механічних властивостей від структури, механічних параметрів, 
хімічного складу тощо. 

Розроблення достовірних методів оцінки пластичності матеріалу деталей, які давали б 
можливість повніше враховувати вплив методу навантаження і схеми напруженого стану на 
пластичність металів, залишається актуальною науковою проблемою теорії деформування. 

 
Аналіз останніх досліджень. Методи оцінки деформування металів тиском ґрунтуються на 

теорії деформування, яка враховує вплив навантаження на інтенсивність накопичення пошкоджень 
і дає змогу отримати кількісну оцінку впливу параметрів технологічного процесу на ймовірність 
руйнування. 

Інтенсивність утворення мікропор металу можна значно знизити за рахунок зміни характеру 
навантажень, наприклад, при знакозмінних деформаціях [1–3]. 

У роботах [4, 5] встановлено, що дефекти, які утворюються, погіршують фізико-механічні 
характеристики виробів, а також знижують їхні експлуатаційні характеристики. Це свідчить про 
актуальність проблеми визначення ресурсу пластичності не тільки з погляду якості поверхні 
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