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Пропонується методика визначення частот і форм власних коливань стрижневих 
систем із кусково-неперервними розподілами параметрів на основі алгоритму МГЕ і методу 
дискретизації  елементів.  

Вступ. Сьогодні активно розвивається багатьма дослідниками універсальний числово-
аналітичний метод граничних елементів (МГЕ), який порівняно з методом скінчених елементів 
(МСЕ) і методом скінчених різниць (МСР) має певні переваги під час розв’язання тривимірних і 
динамічних задач [1,2,3]. ГЕ належить до методів розв’язання крайових задач на основі 
інтегральних рівнянь, які вважаються більш точними й економічними від методів, основаних на 
апроксимації диференціальних операторів (МСЕ, МСР). Достатньо повно розроблений МГЕ для 
задач статики та динаміки стрижневих систем, які зводяться до розв’язання лінійних диференціаль-
них рівнянь із постійними коефіцієнтами. Проте при кусково-неперервних розподілах параметрів 
моделі інтегрування диференціальних рівнянь класичними підходами пов’язане зі значними 
труднощами або з появою складних фундаментальних функцій. Тому в літературі у таких випадках 
при розрахунку МГЕ використовувались різні наближені підходи, наприклад, врахування 
зосереджених мас на стрижневих елементах у задачах динаміки приведенням їх до еквівалентної 
розподіленої маси [3] та інші.  У зв’язку з цим розвиток різних варіантів МГЕ, у тому числі і для 
стрижневих систем, зокрема з кусково-неперервними розподілами параметрів, є актуальною 
науковою проблемою. 

Тут пропонується використати для знаходження частот і форм власних коливань стрижневих 
систем із дискретно-неперервними розподілами параметрів алгоритм МГЕ з еволюційними 
операторами, що відповідають квазідиференціальним рівнянням, отриманим при певній апроксимації 
коефіцієнтів відповідних  рівнянь.  

Методика розрахунку. Для окремого стрижня рівняння поперечних вільних коливань в 
амплітудному стані має вигляд [4]: 
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де ( ) ( )i im m x M x xδ∗ = + −∑ ;  ( ) ( )i ix I x xµ µ δ∗ = + −∑  – погонні маса й момент інерції, причому 

( )m x  і ( )xµ  – звичайні функції, а iM , iI  – маса й момент інерції вантажів, зосереджених у 

перерізах ix x= . 

Для розв’язання рівняння (1) використаємо методи теорії квазідиференціальних рівнянь [5]. 
Позначимо квазіпохідні так 

[ ] ( )xyy
df

≡0 ;                     [ ]( ) ( )хyxy /=1 ;                                           (2) 

[ ]( ) ( )хEIyхy 2 //=  ;    [ ]( ) ( ) ( )( )//// xEIyxyxy 23 −µω= ∗ , 

які являють собою відповідно прогин, кут повороту, момент і перерізуючу силу в даному 
перерізі x . 
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Вихідне квазідиференціальне рівняння (1) зводимо до системи рівнянь першого порядку [6]  

( ) ( ) ( )/ /Y х С х Y x= × ,                                                       (3) 
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Функція С(x) допускає стрибки ( ) ( ) ( )0C x C x C x∆ = − −  
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Для побудови еволюційного оператора В(x,α), що відповідає квазідиференціальному рівнянню 
(1), коефіцієнти 1( )a x  і 2 ( )a x  подаємо у вигляді дельта-функцій 
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де 1 1( ) ( )x da xα = ∫  – представляється кусково-сталою функцією із стрибками в точках kx h k= ⋅  ; 

n  – кількість ділянок, на які розбивається проміжок інтегрування; 1k kh x x −= − . 

Стрибок функції ( )kC x∆  запишеться  
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При такому представленні коефіцієнтів 1a  і 2a , якщо буде відомий еволюційний оператор 

диференціального рівняння 0( ) 0a y′′ ′′ =  – 1( 0, )k kB x x −− , то фундаментальну матрицю диференціальної 
системи (3) можна знайти за формулою    
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де Е – одинична матриця. 
Тоді розв’язок рівняння (1) матиме вигляд 

*
0 0( ) ( , )Y x B x x Y= × ,                                                           (9) 

де Y(x) – матриця параметрів напружено-деформованого стану у перерізі стрижня; Y0 – матриця 
початкових параметрів; В*(x,x0) – фундаментальна матриця диференціальної системи (3), елементи 
якої знаходяться через функцію Коші для рівняння ( ( ) ) 0EI x y′′ ′′ = . 
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Для довільної стрижневої системи можна отримати систему рівнянь такої ж будови, як і (9). 
Матриця В* перетвориться у квазідіагональну, а вектори Y(x) і Y0  будуть містити параметри 
деформівного стану всіх стрижнів у довільній і початковій точках 
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де  m – кількість стрижнів у системі. 
Граничні параметри стрижнів системи будуть зв’язані рівняннями рівноваги й сумісності 

переміщень вузлів. Це дозволяє перенести граничні параметри стрижнів із матриці Y у матрицю Y0, 
виконати відповідні перетворення матриці В* і звести систему (9) до  системи лінійних однорідних 
алгебраїчних рівнянь відносно невідомих граничних параметрів стрижнів за такою схемою [3]  

0YBY **=     →    0YYB 0 =−**      →     0YB =∗∗ ** .                        (11) 

Спектр частот власних коливань знаходять з умови рівності нулю визначника  

0B =∗
* .                                                                   (12) 

Рівняння (12) дає змогу підбором визначити повний спектр частот стрижневої системи.  
Запропонований алгоритм розрахунку може бути використаний при розрахунку на вимушені 

коливання і для задач стійкості стрижневих систем із дискретно-неперервним розподілом параметрів. 

Висновки. Запропонована методика розрахунку дозволяє отримати розв’язок задач динаміки 
й стійкості через простіші фундаментальні функції, від отримуваних у літературі , і  розширити 
клас розв’язуваних задач, зокрема для стрижневих систем із дискретно-неперервними розподілами 
параметрів, без додаткових спрощень та допущень. 
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Подано результати розрахунків температурної та силової задачі за допомогою 
програмного комплексу (ПК) КОЛДЕМ і проведено їх зіставлення з результатами натурного 
вогневого експерименту. 

Аналіз результатів багатьох натурних вогневих експериментів, виконаних на багатоповерхових 
житлових та громадських будівлях або їх фрагментах [1, 2], показав, що під час пожежі руйнування 
одної із конструкцій споруди не приводить до руйнування цілої будівлі. Пояснити це можна 
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