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Методом нерiвноважного статистичного оператора Зубарєва отримано узагальнене рiв-

няння Фоккера-Планка для функцiї розподiлу лiквiдних накопичень з означенням уза-
гальненої швидкостi та ядер переносу, якi описують динамiчнi кореляцiї мiж лiквiдними
накопиченнями рiзних категорiй сiмей. Розглянуто базову модель ринкової економiки в за-
критому суспiльствi на основi системи рiвнянь для накопичень та цiни умовного товару.
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I. Вступ

У галузi сучасної теоретичної економiки значнi
успiхи пов’язанi iз новим напрямком, який iнтенсив-
но розвивається i вiдомий як "фiзична економiка-
econophysica"[1], яка ґрунтується на природничих за-
конах (законах фiзики та основних рiвняннях перено-
су фiзичних процесiв). Природно, що сучаснi методи
статистичної фiзики, якi описують рiвноважнi та не-
рiвноважнi, стацiонарнi та нестацiонарнi стани взає-
модiючих вiдкритих систем знайшли своє застосува-
ння до опису еволюцiї економiчних систем, зокрема
фiнансових ринкiв [2, 3, 4]. Цей напрямок формував-
ся пiд час розвитку еволюцiйної економiки [5, 6], си-
нергетичної економiки [7, 8, 9, 10, 11]. Важливiсть
i значення застосування сучасних методiв нерiвно-
важної статистичної фiзики для опису економiчних
процесiв продемострували автори роботи [12], у якiй
наведенi динамiчнi моделi мiкро- i макроекономiки у
сучаснiй Росiї. Проблеми опису економiчних процесiв
та їх прогнозування, зокрема в Українi, з викорис-
танням методiв статистичної механiки i термодинамi-
ки наведенi у роботах [13, 14, 15]. Сьогоднi сформува-
лись три основнi напрямки у фiзичнiй економiцi [10].
Перший зводиться до дослiджень часових рядiв, що
описують змiну обмiну курсiв валют, вартостi цiнних
паперiв, товарiв, послуг тощо. Другий – представляє
сiтковий аналiз економiчних систем, у межах якого
кожному агенту (країнi, пiдприємству, трейдеру, то-
вару чи послузi) приписується вузол складної сiтки iз
зв’язками. Третiй – зводиться до дослiджень розпо-

дiлу внутрiшнiх валових продуктiв країн та iндивiду-
альних доходiв, а також розподiлу фiрм за чисельнi-
стю зайнятих робочих, основного капiталу, кiлькостi
реалiзованого товару тощо. Розвиток цього напрям-
ку вимагає застосування статистичного аналiзу скла-
дних систем, зокрема застосування сучасних методiв
статистичної фiзики [12, 16]. Одним iз об’єктiв до-
слiджень фiзичної економiки є фiнансовий ринок як
складна статистична система, поведiнка якої непере-
дбачувана через велику кiлькiсть факторiв, що впли-
вають на динамiку цiн [4]. Простим методом прогно-
зування поведiнки такої системи є зiставлення наяв-
ного стану ринку з попереднiм [17]. Таке порiвнян-
ня характеризується взаємозв’язком мiж iнформацi-
єю, що надходить (зводиться до набору професiйних
знань про внутрiшнi та зовнiшнi фактори, якi визна-
чають динамiку макроекономiчних величин (процен-
тної ставки, iнфляцiї, профiлю змiни цiн тощо)) та
реакцiєю фiнансового ринку, яка визначається коре-
ляцiєю мiж iнформацiєю про попереднiй стан ринку
i наступною змiною цiн. Якщо на великих промiж-
ках часу фiксування iнформацiї та цiн вiдповiдний
корелятор їм приймає не нульове значення, встанов-
люється когерентний стан фiнансового ринку, еквi-
валентний домовленостям трейдерiв про дотриман-
ня певної стратегiї [11, 18]. Iншим важливим завдан-
ням фiзичної економiки є з’ясування умов еволюцiї
низькопродуктивного стану у високопродуктивний,
з одного боку, i опису картини переходу мiж ними
(економiчної кризи, або економiчного успiху), з iн-
шого [12]. Важливiшою проблемою є еволюцiї роз-
подiлу доходiв у ринковiй економiцi, у якiй особли-
ве мiсце займає збалансована система оподаткуван-
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ня. Саме такi проблеми є предметом дослiджень цiєї
роботи iз використанням методiв нерiвноважної ста-
тистичної фiзики [12, 16, 19, 20]. Зокрема, проблеми
гiдродинамiчного опису кiнетичної моделi консерва-
тивної економiки дослiджувались у недавнiй роботi
[21].

В останнi роки, у дослiдженнях еволюцiї розподi-
лу доходiв у простiй ринковiй економiцi часто вико-
ристовувались методи, запозиченi з кiнетичної теорiї
розрiджуваних газiв [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. У
бiльшостi основних кiнетичних моделей типу Боль-
цмана ринок представлений як iдеальний газ, де ко-
жну молекулу iдентифiкують з агентом, i кожна тор-
гова подiя мiж двома агентами вважається еласти-
чною (грошовою), зберiгаючи зiткнення мiж двома
молекулами. В основi iдеї є те, що торговий ринок,
сформований з достатньо великої кiлькостi агентiв,
може бути описаний законами статистичної механi-
ки, як це трапляється у фiзичнiй системi, що скла-
дається з багатьох взаємодiючих частинок. Якщо по-
годжуватися з вимогою, що є глибокi аналогiї мiж
економiкою i фiзикою, тодi рiзнi добре обґрунтова-
нi фiзичнi методи могли б застосовуватися в аналiзi
розподiлу доходiв в економiчних системах. Зокрема,
якщо iдентифiкувати грошi в економiцi з енергiєю,
застосування статистичних методiв фiзики дає мо-
жливiсть краще зрозумiти розвиток "хвостiв"в роз-
подiлах доходiв реальних економiчних систем. У кi-
нетичних моделях простих ринкових економiк, фа-
ктично, знання поведiнки великих доходiв сталої гу-
стини є першорядною важливiстю, оскiльки це ви-
значає емпiрично, чи модель вiдповiдає даним реаль-
ної економiки. Ототожнення доходiв з енергiєю роз’-
яснює, що проблема опису поведiнки доходiв протя-
гом великого часу в кiнетичнiй моделi типу, що роз-
глядаються у посиланнях [22–29], є аналогом пробле-
ми опису поведiнки густини енергiї протягом вели-
кого часу на основi просторово однорiдних рiвнянь
Больцмана як в еластичних [30], так i нееластичних
випадках [31, 32]. Зокрема, для неконсервативних кi-
нетичних моделей, цю аналогiю нещодавно описали
в [33]. У цьому напрямку важливими є результати
статтi [34], у якiй обговорювалась концепцiя стати-
стичного опису швидкостi грошового обiгу.

У роботi, використовуючи метод нерiвноважного
статистичного оператора Зубарєва [19, 20] отримано
узагальнене рiвняння Фоккера-Планка для функцiї
розподiлу лiквiдних накопичень з означенням уза-
гальненої швидкостi та ядер переносу, якi описують
динамiчнi кореляцiї мiж лiквiдними накопиченнями
Uf i Uf ′ рiзних f, f ′ категорiй сiмей. Цi функцiї ви-
значаються через вагову функцiю W (U), яку можна
розрахувати методами функцiонального iнтегруван-
ня. Розглянуто базову модель ринкової економiки в
закритому суспiльствi на основi системи рiвнянь для
накопичень та цiни умовного товару.

II. Узагальнене рiвняння
Фоккера–Планка для функцiї
розподiлу лiквiдних накопичень

У будь-якiй сучаснiй державi економiчна структу-
ра визначається розподiлом елементiв суспiльства
(членiв сiмей) за лiквiдними накопиченнями, якi опи-
суються функцiєю розподiлу ρ

(
Û ; t

)
, де Û – накопи-

чення, до яких належать грошовi одиницi та цiннi па-
пери, якi можуть швидко i без втрат конвертуватись
у грошi. Майно, тобто машини, квартири, будинки не
входять у лiквiднi накопичення. Сiм’ї можна подiли-
ти на:

• багатi — сiм’ї з високим рiвнем доходiв;

• заможнi — сiм’ї з середнiм рiвнем доходiв;

• бiднi — сiм’ї з низьким рiвнем доходiв.

Iндикатором економiчної стабiльностi сучасних
високорозвинутих успiшних держав є порiвняно ви-
сокий вiдсоток заможних сiмей. Для опису економi-
чної структури у високорозвинутих державах вико-
ристовують функцiю розподiлу ρ (y; t) сiмей за дохо-
дами, де y — дохiд сiм’ї за одиницю часу. Розподiли
ρ

(
Û

)
i ρ (y) piзнi, хоча i зв’язанi мiж собою. Функцiї

ρ
(
Û

)
i ρ (y) можна знайти, використовуючи згаданi

вище методи (опитування, аналiз даних i експертнi
оцiнки). У розвинутих країнах, де податкова систе-
ма добре органiзована, розподiл за доходами безпосе-
редньо визначається за податковими декларацiями.
Розподiл за накопиченнями можна отримати з ана-
лiзу вкладiв. В Українi цi методи дають недостовiр-
нi результати i ефективнiшим є метод реконструкцiї
ЕСС (економiчної структури суспiльства) за непря-
мими даними та експертнi оцiнки.

Оскiльки функцiї розподiлу ρ(Û ; t) i ρ (y; t) зв’яза-
нi мiж собою, то надалi для опису економiчної стру-
ктури суспiльства використовуватимемо функцiї роз-
подiлу ρ

(
Û ; t

)
. Очевидно рiзнi категорiї сiмей в еко-

номiчних процесах держави отримуватимуть рiзнi се-
реднi значення накопичення протягом певного спо-
стережуваного часу t:

〈Ûm〉t, 〈Ûs〉t, 〈Ûn〉t, (1)

де Ûm, Ûs, Ûn — випадковi функцiї накопичення вiд-
повiдно сiмей з високим, середнiм i низьким рiвнями
доходiв. Середнi значення в (1) визначаються за до-
помогою функцiї розподiлу ρ(Û ; t) = ρ(Û = {Ûf}; t):

〈. . .〉t =
∫

. . . ρ(Û ; t)dÛ . (2)

Функцiї Ûm, Ûs, Ûn в економiчних процесах зазна-
ють нелiнiйних флуктуацiй i зв’язанi iз купiвельною
здатнiстю rf = Uf

p , де p — цiна вiдповiдного товару,
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Математичне моделювання економiчних процесiв методами нерiвноважної статистичної механiки

f = {m, s, n}. Для того, щоб їх врахувати пiд час роз-
рахунку середнiх (1) операцiю усередненя подамо у
функцiональному виглядi

〈. . .〉t =
∫

. . . ν(U)ρ(U ; t)dU, (3)

ν (U) =
∏

f

δ
(
Ûf − Uf

)
, (4)

dU = {dUmdUsdUn},
де функцiонал ρ (U ; t) в методi нерiвноважного ста-
тистичного оператора [19, 20] задовольняє узагаль-
нене рiвняння Фоккера-Планка (у маркiвському на-
ближеннi):

∂

∂t
ρ (U ; t) +

∑

f

∂

∂Uf
Vf (U) ρ (U ; t) =

=
∑

f,f ′

∂

∂Uf
Lf,f ′ (U)

∂

∂Uf ′

{
ρ (u; t)
W (U)

}
, (5)

Vf (U = Û) — швидкiсть змiни лiквiдних накопичень
f = {m, s, n}-ю категорiєю сiмей:

Vf (U) =

〈
ν(U) ˙̂

Uf

〉
U

W (U)
, (6)

де
˙̂
Uf = Pf (Û)−Qf (Û), (7)

Pf (Û) — дохiд, Qf (Û) — функцiя попиту для f -ї сiм’ї.

W (U) =
∫

δ(Û − U)dU. (8)

W (U) — вагова функцiя, 〈(...)〉U =
∫

(...) δ(Ûf−Uf )
W (U) dÛ .

Lf,f ′ (U) — ядра переносу, якi описують динамiчнi
кореляцiї мiж лiквiдними накопиченнями Uf i Uf ′ рi-
зних f, f ′ категорiй сiмей:

Lf,f ′(U) =

=
1

W (U)

∫
dU ′

t∫

−∞
dt′eε(t′−t)〈xf (U)T (t, t′)xf ′(U ′)〉U , (9)

де
xf (U) = (1−Π)ν(U) ˙̂

Uf ,

ΠA =
∫

dU
1

W (U)
〈Aν (U)〉ν (U) , (10)

Π — проекцiйний оператор. T (t, t′) = e−(1−Π)iL(t−t′)

— оператор еволюцiї в часi, iL — оператор Лiувiлля,
що вiдповiдає модельному гамiльтонiану задачi:

H =
∑

f

V̂ 2
f

2
+

∑

f,f ′
Φ(f, f ′) Ûf Ûf ′ +

+
∑

f,f ′f ′′
Φ (f, f ′, f ′′) Ûf Ûf ′Ûf ′′ + .... (11)

V̂f =
d

dt
Ûf (12)

– швидкiсть лiквiдних накопичень f -ї сiм’ї. Φ(f, f ′),
Φ(f, f ′, f ′′) — “потенцiали” взаємодiї лiквiдних нако-
пичень рiзних категорiй сiмей. При цьому виконує-
ться умова 〈H〉 = E = const, E — повна “енергiя”
лiквiдних накопичень.

Для детальнiшого вивчення структури функцiй
лiквiдних накопичень приймемо, що повна кiлькiсть
грошей в державi є M (t), яке розподiляється за всiма
категорiями сiмей:

M (t) = m〈Ûm〉t + s〈Ûs〉t + n〈Ûn〉t, (13)

d

dt
M (t) = m

d

dt
〈Ûm〉t + s

d

dt
〈Ûs〉t + n

d

dt
〈Ûn〉t =

= JM (t)− J>
M (t) + J<

M (t) , (14)

де JM (t) — загальний потiк грошей всерединi дер-
жави, J>

M (t) — загальний потiк грошей iз держа-
ви i J<

M (t) — загальний притiк грошей у державу.
N = m + s + n – повна кiлькiсть сiмей у держа-
вi. Аналiзуючи (7), бачимо, що дохiд i попит кожної
сiм’ї вiдповiднодо рiвняння нерiвноважних економi-
чних процесiв (5), є основою лiквiдних накопичень,
значна частка яких у високорозвинутих державах
надходить у грошовий оборот через виробництво, но-
вi науковi технологiї та цiннi папери. А це своєю чер-
гою впливає на загальнi потоки грошей JM (t), J>

M (t),
J<

M (t), баланс яких i визначає фiнансову стабiльнiсть
держави. Pf (Û) i Qf (Û) є взаємозв’язанi, що можна
дослiдити на простiй фiзичнiй моделi ринкової еко-
номiки закритого суспiльства. Структура рiвняння
Фоккера-Планка значною мiрою залежить вiд роз-
рахункiв структурної функцiї W (U). Гауссове набли-
ження для W (U) можна отримати методом колектив-
них змiнних [35]

WG(U) = Z−1 × (15)

× exp



−

1
2

∑

f,f ′
[M̃2]−1

ff ′UfUf ′ − 1
2

ln π det M̃2



 ,

[M̃2]−1
ff ′ — елементи матрицi, оберненої до матрицi

M̃2, елементами якої є парнi кореляцiйнi функцiї
Mff ′

2 = 〈Ûf Ûf ′〉0, 〈. . .〉0 =
∫

...ρ0(Û)dÛ , ρ0(Û) —
рiвноважний розподiл накопичень усiх категорiй сi-
мей, Z — його статистична сума. Розрахувавши у га-
уссовому наближеннi усi характеристики у рiвнян-
нi Фоккера-Планка (5), для середнiх значень 〈Ûm〉t ,
〈Ûs〉t, 〈Ûn〉t отримаємо систему рiвнянь:

d

dt
〈Ûf 〉t +

∑

f ′
iΩff ′〈Ûf ′〉t −

−
∑

f ′

t∫

−∞
eε(t′−t)Ξff ′ (t, t′) 〈Ûf ′〉t

′
dt′ = 0, (16)

де
iΩff ′ =

∑

f ′′
〈 ˙̂
Uf Ûf ′′〉0[M̃2]−1

f ′′f ′ (17)
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— частотна матриця,

Ξff ′(t, t′) =
∑

f ′′
〈If (Û)T0(t, t′)If ′′(Û)〉0[M̃2]−1

f ′′f ′ (18)

— функцiї пам’ятi, якi описують дисипативнi проце-
си пiд час змiни накопичень мiж рiзними категорiями
сiмей у суспiльствi.

If (Û) = (1− P ) ˙̂
Uf

— узагальненi потоки, P — проекцiйний оператор
Морi, який має таку структуру:

PÂ =
∑

f ′′f ′
〈ÂÛf ′′〉0[M̃2]−1

f ′′f ′Ûf ′

i має такi властивостi: P (1− P ) = 0, PÛf = Ûf .
Отримана система рiвнянь є замкнутою i врахо-

вує колективнi дисипативнi процеси змiни накопи-
чень мiж рiзними категорiями сiмей. Вона може бути
застосована до опису процесiв обмiну накопиченнями
мiж рiзними категорiями сiмей у суспiльствi за зада-
них правил (11), гарантованих державою.

III. Базова модель ринкової економi-
ки в закритому суспiльствi

Розглядатимемо базову модель ринкової економi-
ки в закритому суспiльствi. У цьому випадку мета
побудови моделi – з’ясувати, у яких станах може
функцiонувати самодостатня країна в умовах ринко-
вої економiки та за вiдсутностi впливу iнших країн,
скiльки таких станiв i якi переходи мiж ними. Сло-
во “самодостатня” означає, що країна має у своєму
розпорядженнi достатнi ресурси та не має потреби в
iмпортi та експортi.

Базова модель претендує на опис критичних (кри-
зових) явищ, таких, як зникнення одного з стацiо-
нарних станiв i перехiд в iншi стани. Останнє може
вiдбуватися, зокрема, у результатi змiни параметрiв.
Процеси, зумовленi повiльними змiнами параметрiв
(за рахунок технiчних iнновацiй), розглянута базова
модель не описує. Це питання залишається прерога-
тивою еволюцiйної економiки.

Така постановка завдання у фiзицi аналогiчна до-
слiдженню фазових станiв i фазових переходiв в iзо-
льованiй системi.

Слова “ринкова економiка” означають, що цiна
продукту визначається балансом попиту та пропози-
цiї i засоби виробництва перебувають у приватних
руках “власникiв”. Ця група людей (позначимо їхню
кiлькiсть m) отримує доходи вiд продажу виробленої
продукцiї. Їхнi витрати включають витрати на особи-
стi потреби i виробничi витрати. Iнша група людей
— “працiвники” одержує доходи у виглядi зарплати
i витрачає її на особистi потреби. Роль “власникiв”
i “працiвникiв” у суспiльствi рiзна — першi активнi,
тобто вони можуть пiдбирати деякi параметри для
максимiзацiї або доходу, або своїх накопичень; другi

пасивнi, тобто на параметри не впливають. Витрати
на особистi потреби визначаються функцiєю попиту,
витрати власникiв — виробничою функцiєю, накопи-
чення як “власникiв”, так i “працiвникiв” — балансом
доходiв i видаткiв. При цьому держава не бере участь
безпосередньо в керуваннi економiчними процесами.

При формулюваннi базової моделi зробимо кiль-
ка припущень, якi спростять нашу задачу: будувати-
мемо модель у так званому єдино-продуктовому на-
ближеннi, яке часто використовується у теоретичнiй
економiцi. Це означає, що сировина, а також проду-
кти ycix категорiй та послуги (транспорт, зв’язок то-
що) об’єднуються у один агрегований продукт. По-
пит на цей єдиний продукт визначається сумарною
функцiєю попиту Q(r). Виробничi витрати у такiй
моделi зводяться лише до оплати працi. Приймемо,
що кiлькiсть грошей у суспiльствi – величина фiксо-
вана i дорiвнює M . Це означає, що має мiсце закон
збереження суми накопичень “власникiв” Um та “пра-
цюючих” Un:

nUn + mUm = M, n + m = N, (19)

де N — кiлькiсть економiчно активних людей, n —
кiлькiсть “працiвникiв”, m — кiлькiсть “власникiв”.
Параметр M має такi властивостi. При повiльнiй
(адiабатичнiй) змiнi M , такiй, що цiна p та накопиче-
ння встигають вiдслiдкувати цi змiни, стан суспiль-
ства не змiнюється. Така змiна фактично рiвносиль-
на деномiнацiї. Швидка змiна M може iстотно впли-
нути на стан суспiльства, особливо, якщо емiтованi
грошi адресуються визначенiй групi (адресна емiсiя).
Прийнявши цi зауваження та враховуючи (17), коли
ядра переносу є сталими, базову модель можна пода-
ти у виглядi:

dUm

dt
=

p

m

[
nQ

(
Un

p

)
− nP1

]
, (20)

dp

dt
= γ

[
nQ

(
Un

p

)
+ mQ

(
gUm

p

)
− Fm

]
,

де P1(Um/p) — заробiтна плата в натуральних оди-
ницях, яку виплачують “працiвникам” “власники”. У
разi вiдрядної оплати працi заробiтна плата пропор-
цiйна кiлькостi виготовленого продукту:

nP1 = hm F ((1− g) rm) . (21)

Коефiцiєнт h менше вiд одиницi та величина (1− h)
являє собою додатковий продукт, g — частка нако-
пичень власникiв, яку вони витрачають на власнi по-
треби, F — виробнича функцiя, що залежить вiд обо-
ротних засобiв. У цьому разi оборотнi засоби:

r = (1− g)
Um

p
= (1− g)rm, (22)

γ — коефiцiєнт, що вiдображає швидкiсть встанов-
лення ринкової цiни. Змiнна Um не є незалежною, i
вiдповiдно до (19):

Un =
M −mUm

n
.
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Потiм для проведення числових розрахункiв введемо
безрозмiрнi змiннi:

n′ =
n

N
,m′ =

m

N
,U ′

n =
Un

Ū
=

M −mUm

nŪ
=

1−m′U ′
m

n′
,

U ′
m =

Um

Ū
, p′ =

p

p0
,

де Ū = M/N — середнi накопичення, p0 = Ū/r0, де
r0 — параметр функцiї попиту Q(r). Надалi прийме-
мо r0 = 1, тобто вимiрюватимемо споживчу спромо-
жнiсть в одиницях, що забезпечують прожитковий
мiнiмум. Для якiсних дослiджень моделi (20) зручно
перейти до змiнних x = U ′

m та y = p−1. Тодi:

dx

dt
=

1
m′y

[
n′Q

(
1−m′x

n′

)
−m′hF ((1− g)xy)

]
,

(23)

dy

dt
= −y2γ

N2

M

[
n′Q

(
1−m′x

n′
y

)
+ m′Q(gxy)−

−m′F ((1− g)xy)

]
,

У нових змiнних U ′
n = (1−m′x) /n′. Надалi штрихи

опустимо. Нами були проведенi числовi розрахунки
моделi (23) з використанням безрозмiрної функцiї по-
питу:

Q∗ =
Q1

Q1,0
=

1
1 + r1,0

r

,

r1,0 =
U1,0

p
, r =

Ū

p
⇒ Q∗ =

1

1 + U1,0

Ū

,

де U1,0 (мiнiмальнi накопичення) ототожненi з Un

(накопичення робiтникiв). Тодi отримуємо:

Q∗ =
1

1 + Un

Ū

=
1

1 + U ′
n

=
1

1 + 1−m′U ′m
n′

=
1

1 + 1−m′x
n′

.

(24)
Фазовий портрет системи (23) з використанням (24)
наведений на рис. 1.

Рис. 1. Залежнiсть безрозмiрної величини накопи-
чень “власникiв” вiд безрозмiрної цiни умовного то-
вару за умови U1,0 = Un.

Крiм того, було розглянуто ще два випадки: коли
Ḟ = 0, F = p ∗Q, фазовий портрет наведений на рис.
2; коли Q̇ = 0, Q = F , фазовий портрет наведений на
рис. 3.

Рис. 2. Залежнiсть безрозмiрної величини накопи-
чень “власникiв” вiд безрозмiрної цiни умовного то-
вару при U1,0 = Un та Ḟ = 0

Рис. 3. Залежнiсть безрозмiрної величини накопи-
чень “власникiв” вiд безрозмiрної цiни умовного то-
вару при U1,0 = Un та Q̇ = 0

Аналiзуючи рис. 1, бачимо, що в дiлянцi високих
цiн накопичення “власникiв” спочатку спадають на
незначну величину (це можна пояснити деяким спа-
дом попиту), а потiм накопичення залишаються ста-
лими i не залежать вiд рiвня умовної цiни (тому що
попит змiнюється обернено пропорцiйно до умовної
цiни, так, що дохiд “власникiв” залишається незмiн-
ним, або ж в дiлянцi низьких цiн витрати “власникiв”
збiльшуються на вдосконалення виробничої функцiї
у разi зростання попиту на умовний товар). Розгля-
немо ще двi пiддiлянки, на якi умовно подiлено фазо-
вий портрет кривою AB. В дiлянцi праворуч спосте-
рiгається стабiльнiсть накопичень за низької умовної
цiни, тобто схожа ситуацiя як i в попереднiй дiлянцi.
По лiвий бiк вiд кривої AB спостерiгається тенденцiя
до збiльшення накопичень “власникiв” за збiльшення
умовної цiни. На рис. 2 спостерiгаємо два процеси :
перший – зниження накопичень “власникiв” в дiлян-
цi високої умовної цiни; другий – збiльшення нако-
пичень “власникiв” теж в дiлянцi високої умовної цi-
ни. Оскiльки виробнича функцiя в такому разi є не-
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змiнною, то цi два процеси можна пояснити рiзним
попитом на рiзного роду товар. У дiлянцi нижчих
цiн спостерiгається стабiльнiсть накопичень “власни-
кiв” (тому що попит змiнюється обернено пропорцiй-
но до умовної цiни, так, що дохiд “власникiв” залиша-
ється незмiнним). На рис. 3 спостерiгаємо тенденцiю
до збiльшення накопичень “власникiв” за зростання
умовної цiни у разi незмiнного попиту на умовний
товар.

Ми також дослiдили систему рiвнянь (20) у ви-
падку коли функцiя попиту для власникiв визначає-
ться спiввiдношенням:

Q (grm) = (1−h)
τ (1− g) Um

p , при rm < Fmax

(1−g)

Q (grm) = (1− h) Fmax, при rm ≥ Fmax

(1−g)

Тодi враховуючи структуру виробничої функцiї
та (23), систему рiвнянь (20) у безрозмiрнiй формi
можна записати у виглядi

d

dt
x =

1
m

[
n

1−mx

y (1−mx) + n
− h (1− g)

m

τ
x

]
, (25)

d

dt
y = −y2 γ

α

[
n

y (1−mx)
y (1−mx) + n

− h (1− g)
m

τ
xy

]
,

(26)

d

dt
x =

1
m

[
n

1−mx

y (1−mx) + n
− hmF0

]
, (27)

d

dt
y = −y2 γ

α

[
n

y (1−mx)
y (1−mx) + n

− hmF0

]
(28)

Числовий розрахунок системи рiвнянь (25)–(28), був
проведений за вiдповiдних значень параметрiв α =
10−8, h = 0.1, γ = 1, τ = 5 та змiни m, n, g (час-
тка доходу власникiв, що витрачається на особистi
потреби).

Рис. 4. Залежнiсть безрозмiрної величини накопи-
чень “власникiв” вiд безрозмiрної цiни умовного то-
вару

Рис. 5. Залежнiсть безрозмiрної величини накопи-
чень “власникiв” вiд безрозмiрної цiни умовного то-
вару

На рис. 4, рис. 5 бачимо, що за рiзних часток ви-
трат власникiв на особистi потреби у разi зростання
умовної цiни на товар є певний рiвень накопичень
власниками, нижче вiд якого вони не змiнюються iз
змiною цiни. За умовних накопичень в дiлянцi 4 ба-
чимо два процеси, якi описують як втрати власникiв
у разi зростанняi цiни, так i зростання їх накопичень.
На рис. 6 зображено результати числових розрахун-
кiв системи рiвнянь (25)–(28) за граничного значе-
ння виробничої функцiї F0, яка залежить вiд рiвня
технологiї виробництва. Ми спостерiгаємо фактично
два процеси за високих цiн на товар: спочатку на-
копичення до 2.9 зростають, а потiм знижуються i
витрачаються на зниження цiни товару. Який меха-
нiзм зниження цiни на товар ця модель не розкриває,
оскiльки параметри h, F0 є фiксованi.

Рис. 6. Залежнiсть безрозмiрної величини накопи-
чень “власникiв” вiд безрозмiрної цiни умовного то-
вару

IV. Висновки

Методом нерiвноважного статистичного операто-
ра Зубарєва з використанням функцiонального пред-
ставлення отримано узагальнене рiвняння Фоккера-
Планка для функцiї розподiлу лiквiдних накопичень
з означенням узагальненої швидкостi та ядер пере-
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носу, якi описують динамiчнi кореляцiї мiж лiквiдни-
ми накопиченнями Ûf i Ûf ′ рiзних f, f ′ категорiй сi-
мей. Цi функцiї визначаються через вагову функцiю
W (U), яку можна розрахувати функцiональними ме-
тодами iнтегрування. У гауссовому наближенi для
W (U) за допомогою рiвняння Фоккера-Планка отри-
маємо рiвняння переносу для середнiх значень нако-
пичень рiзних категорiй членiв сiмей суспiльства.

Розглянуто базову модель ринкової економiки в
закритому суспiльствi на основi системи рiвнянь для

накопичень та цiни умовного товару. Проведено чи-
словi розрахунки цiєї системи в безрозмiрнiй формi
та побудовано i проаналiзовано фазовi портрети за-
лежностi безрозмiрної функцiї накопичень та безроз-
мiрної цiни умовного товару. Для випадку, коли U1,0

(мiнiмальнi накопичення) ототожнюються з Un (на-
копичення робiтникiв), знайдено залежнiсть безроз-
мiрної функцiї накопичень “власникiв” вiд безрозмiр-
ної цiни умовного товару.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ МЕТОДАМИ

НЕРАВНОВЕСНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ

Б.В. Гнативa, Р.М. Токарчукa, П.П. Костробийa, М.В. Токарчук a,b

aНациональный университет “Львивська политехника”,
ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

bИнститут физики конденсированных систем НАН Украины
ул. Свенцицкого, 1, 79011, Львов, Украина

Методом неравновесного статистического оператора Зубарева получено обощенное урав-
нение Фоккера–Планка для функции распределения ликвидных накоплений с определени-
ем обобщенной скорости и ядер переноса, описывающих динамические корелляции между
ликвидными накоплениями разных категорий семей. Рассмотрено базовую модель рыно-
чной экономики в закрытом обществе на основе системы уравнений для накоплений и цены
товара.
Ключевые слова: функции распределения ликвидных накоплений, уравнение Фоккера–
Планка, модель рыночной экономики.
PACS: 89.65.Gh, 89.75.Da
УДК: 536

MATHEMATICAL MODELING OF ECONOMIC PROCESSES
BY METHODS OF NONEQUILIBRIUM

STATISTICAL MECHANICS

B. W. Hnativa, R. M. Tokarchuka, P. P. Kostrobija, M. V. Tokarchuka, b

aNational University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

bNational University "Lvivska Politechnika
Institute of Applied Mathematics and Fundamental Sciences,

12 S. Bandery Str., Lviv, UA-79013, Ukraine

By means of the Zubarev nonequilibrium statistical operator method the generalized Fokker-
Planck equation for the distribution function of liquid savings is obtained. The generalized
velocity and transport kernels describing dynamic correlations between liquid savings of di-
fferent class of families are determined. The basic model of market economy in closed society is
considered based on the set of equations for savings and price of conventional product.
Key words: distribution function of liquid savings, Fokker-Planck equation, market economy model.
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