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Задача обчислення об’єму насипаної землi зведена до обчислення суми об’ємiв зрiзаних
трикутних призм, побудованих на трикутниках плоскої трiангуляцiї, яку розв’язано ме-
тодом Делоне. Описанi метод Делоне як узагальнення дiаграм Вороного i алгоритм його
програмної реалiзацiї; запропонований приклад розв’язання тестової задачi.
Ключовi слова: трiангуляцiя, метод Делоне, об’єм насипаної землi.

2000 MSC: 68W99

УДК: 681.3 513

Вступ

Слово “трiангуляцiя” латинського походження i
означає трикутник (лат. Triangulum). На початку да-
мо декiлька означень.

Опуклою оболонкою множини точок S евклiдо-
вого простору будь-якої розмiрностi називається гра-
ниця найменшої опуклої областi цього простору, яка
охоплює S.

За термiнологiєю обчислювальної або iнженерної
геометрiї, до класу якої належить наша задача, скла-
довi елементи такої границi називаються гранями .

Розглядатимемо лише дво- i тривимiрнi просто-
ри. Тодi для однозначностi понять — 1 -гранi назива-
ються ребрами , а 0 -гранi — вершинами .

Граф G = (V , E), де V — множина вершин, E —
множина ребер, називається планарним , якщо його
можна укласти на площинi без самоперетинiв.

Трiангуляцiєю скiнченної множини S назива-
ється плоский граф, що має найбiльшу можливу
кiлькiсть ребер, або, iнакше, трiангуляцiя S утворю-
ється шляхом з’єднання точок iз S прямолiнiйними
вiдрiзками, якi не перетинаються, так що будь-яка
грань, яка лежить всерединi опуклої оболонки S, є
трикутником [1].

Задача трiангуляцiї має дуже широкий спектр за-
стосувань: у картографiї, геодезiї, у багатьох прикла-
дних задачах механiки i математики, наприклад, у
методi скiнченних елементiв, а також при iнтерполя-
цiї функцiї вiд двох змiнних, коли заданi значення
функцiї в N довiльним способом розмiщених точках
(xi, yi) i потрiбно апроксимувати її в деякiй новiй то-
чцi (x,y) [2].

Один iз можливих пiдходiв в останнiй задачi опи-
рається на вiдрiзково-лiнiйнiй iнтерполяцiї, за якої
поверхня, що визначається функцiєю, апроксимує-
ться “сiткою”, яка складається iз плоских трикутних
граней. Проекцiя (x, y) кожної точки сiтки належить
лише однiй iз трикутних граней, а вiдповiдне значен-

ня функцiї f(x, y) обчислюється в результатi визна-
чення iнтерполюючої площини, що проходить через
три вершини гранi [1,2]. Процес трiангуляцiї зводить-
ся до вибору трiйки точок, якi утворюватимуть гранi.

В останньому випадку має мiсце трiангуляцiя, яку
ми називаємо об’ємною. Вона використовується в
геодезiї для обчислення об’єму гори насипаної землi
i апроксимацiї її поверхнi [2,3]. Саме з погляду та-
кого застосування розглядається ця задача в нашiй
роботi.

Задача побудови об’ємної трiангуляцiї розв’язу-
ється в два етапи.

На першому — точки простору з координатами
(x, y, h) проектуються на площину XOY , на якiй
розв’язується задача плоскої трiангуляцiї — всi то-
чки з координатами (x,y) з’єднуються в сумiжнi за
цiлими ребрами трикутники.

На другому — розв’язується безпосередньо задача
об’ємної трiангуляцiї. На точках простору з коорди-
натами h, що вiдповiдають кожнiй вершинi плоского
трикутника, будується зрiзана призма, в основi якої
лежить цей самий плоский трикутник. Сума об’ємiв
всiх зрiзаних призм, побудованих на плоскiй трiан-
гуляцiї, апроксимує поверхню гори насипаної землi.

Зауважимо, що об’ємна трiангуляцiя за нашим
означенням вiдрiзняється вiд класичної просторової
трiангуляцiї тим, що всi гранi в нiй, якi побудованi
на координатi h, утворюють вертикальнi чотирикут-
ники, на вiдмiну вiд трикутних граней, що нахиленi
до площини XOY пiд деяким кутом в другому ви-
падку.

I. Постановка задачi трiангуляцiї

Розглянемо задачу трiангуляцiї у формальнiй пос-
тановцi.

Нехай на площинi XOY задано розсiяну множи-
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ну S, що мiстить N точок. Потрiбно для кожної то-
чки pi, множини S визначити локус (геометричне мi-
сце) точок (x, y) на площинi, для яких вiдстань до pi

менша, нiж до будь-якої iншої точки множини S. Ця
задача зводиться, очевидно, до пошуку найближчих
“сусiдiв” кожної точки множини S, з яких будуються
трикутники [1].

Для глибшого розумiння сутi цiєї складної i громi-
здкої задачi розглянемо детальнiше математичну мо-
дель i метод розв’язування задачi трiангуляцiї. Для
цього дослiдимо спочатку структуру розбиття мно-
жини S на трикутники.

Якщо є двi точки pi i pj , то множина точок, ближ-
чих до pi нiж до pj є нiчим iншим, як пiвплощиною,
яка визначається прямою, що перпендикулярна до
вiдрiзка pipj . Ця пряма дiлить вiдрiзок pipj навпiл,
а вiдповiдна їй пiвплощина мiстить точку pi. Позна-
чимо цю пiвплощину — H(pipj), а множину точок
iз найближчих “сусiдiв” до pi — V (i). Така множина
утворюється в результатi перетину N-1 пiвплощин
i утворює опуклу багатокутну область, яка має не
бiльше нiж N-1 сторону. Отже,

V (i) =
⋂

i6=j

H(pipj)

Область V(i) називають многокутником Воро-
ного [1] . Кожнiй iз N початкових точок множини
S вiдповiдає лише один многокутник Вороного. То-
му, якщо (x,y) ∈ V (i)(pi) є найближчим “сусiдом”
точки (x, y).

Отримане таким способом розбиття площини на
N областей, утворює деяку сiтку, яку називають дiа-
грамою Вороного. Вершини цих многокутникiв ви-
значають вершини дiаграми Вороного, а вiдрiзки, що
їх з’єднують – ребра дiаграми Вороного. Прикладом
сiтки многокутникiв Вороного може слугувати суку-
пнiсть мильних бульбашок.

Многокутники, якi називають дiаграмами Воро-
ного, вперше глибоко вивчав росiйський математик
українського походження Г. Вороний (1868–1908),
який використав їх у роботi з квадратичними форма-
ми. Цi многокутники називають ще многокутниками
Тиссена, або многокутниками близькостi [1].

Дiаграми Вороного мають дуже цiкавi властиво-
стi. Подаємо тут основнi iз них без доведень.

1. Нiякi чотири точки початкової множини S не
лежать на одному колi.

2. Кожна вершина дiаграми Вороного є точкою
перетину точно трьох ребер дiаграми.

Ця властивiсть еквiвалентна такому твердженню:
вершини дiаграми Вороного утворюють центри кiл,
кожне з яких визначається трьома точками початко-
вої множини. Позначимо через C(V ) таке коло, що
вiдповiдає вершинi V . Воно, своєю чергою, має та-
кож дуже цiкаву властивiсть.

3. Для кожної вершини V дiаграми Вороного
множини S коло C(V ) не мiстить нiяких iнших то-
чок множини S . Таке коло називається порожнiм
[1].

Радянський математик Б. Делоне (1890–1980)
глибоко узагальнив i розвинув теорiю дiаграм Воро-
ного i запропонував метод їх побудови, якi називають
методом порожнього кола абометодом Дело-
не [4].

Для кращого розумiння методу Делоне розгляне-
мо граф, двоїстий дiаграмi Вороного, що укладений
на площинi i утворений з’єднанням вiдрiзками ко-
жної пари точок множини S , многокутники Вороно-
го яких мають спiльне ребро. У результатi отрима-
ємо планарний граф з вершинами в N початкових
точках.

Для двоїстого графа справедлива важлива теоре-
ма Делоне [1,4].

Теорема Граф, двоїстий дiаграмi Вороного,
утворює трiангуляцiю множини S.

Для доведення цiєї теореми необхiдно показати,
що опукла оболонка множини S розбивається на
трикутники, якi визначаються точками множини S.
Для цього видiляється множина трикутникiв, верши-
ни яких є водночас вершинами многокутникiв Воро-
ного. Крiм того, нiяких два трикутники цiєї множини
не повиннi перетинатися i кожна точка всерединi опу-
клої оболонки S повинна належати тiльки одному iз
цих трикутникiв. Детальнiше доведення цiєї теоре-
ми опускаємо через його громiздкiсть i складнiсть [1,
4]. Iз теореми випливає також той факт, що дiагра-
му Вороного можна використати для розв’язування
задачi трiангуляцiї.

У роботах [1, 4] встановлюється також однозна-
чнiсть i оптимальнiсть розбиття точок площини дiа-
грамами Вороного, а, отже, i трiангуляцiєю Делоне.

Потрiбно зауважити також, що найновiшим за-
стосуванням дiаграм Вороного i трiангуляцiї, побудо-
ваної за методом Делоне, є оптимальне розмiщення
станцiй мобiльного зв’язку з метою щiльного покрит-
тя якогось простору, як також, можливо, i станцiй
iншого призначення.

II. Метод порожнього кола
для розв’язування задач
трiангуляцiї

У роботi [5] вже коротко описували загальну схе-
му машинного алгоритму цього методу.

Тут викладемо тiльки загальну суть цього алго-
ритму у неформальному виглядi. Позначимо через L
розбиття множини S на трикутники. Його (L) знахо-
димо шляхом побудови сумiжних за цiлими ребрами
трикутникiв, якi вписанi в коло i мають своїми вер-
шинами точки множини S.

Перше коло радiуса dmin/2 (dmin — найменша
вiдстань мiж точками) описуємо навколо першої то-
чки, тобто з центром в нiй. Якщо коло порожнє, тоб-
то в ньому крiм центра не мiститься iнших точок
множини S, то збiльшуємо радiус кола на таку саму
величину i описуємо iнше коло навколо цього само-
го центра. Якщо в коло потрапила лише одна точка
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множини S, то друге коло будуємо такого самого ра-
дiуса, але вже через двi точки — першу, яка була
центром першого кола, i другу, яка потрапила в по-
переднє коло. Центр такого кола вибираємо на вну-
трiшнiй сторонi перпендикуляра до середини хорди,
що стягує цi двi точки.

З другим колом дiємо аналогiчно — перевiряємо
скiльки точок потрапляє всередину: якщо бiльше нiж
одна — зменшуємо радiус; якщо нi одної — збiльшує-
мо радiус; якщо в коло потрапила лише одна точка,
то описуємо коло С навколо трьох точок. Три зна-
йдених точки, що лежать на колi С , утворюють пер-
ший трикутник Р розбиття L.

Зауваження. Тут i надалi через С позначає-
мо всяке бiжуче коло, описане навколо трьох точок
множини S ; а через Р — бiжучий трикутник, що впи-
саний в коло С .

Для побудови iнших трикутникiв сумiжних iз
найденим за цiлими ребрами, чинимо аналогiчно.

Розглянемо, наприклад, яку-небудь сторону три-
кутника Р i пересуватимемо центр описаного навко-
ло нього кола С по перпендикуляру до середини цiєї
сторони в напрямку зсередини-назовнi по вiдношен-
ню до трикутника Р . Варто зауважити також, що
центр кола С може лежати також ззовнi цього три-
кутника.

Пiд час побудови чергового кола С потрiбно так
змiнювати радiус кола, щоб воно проходило через
обидвi вершини однiєї сторони трикутника Р ( (n-
1 )-вимiрної гранi багатогранника L ). Тодi нове ко-
ло зразу покине iншу (третю) вершину трикутника
Р i врештi-решт наштовхнеться на одну або декiль-
ка точок множини S, якi лежать поза цим трикутни-
ком Р . Нове коло С , що описане навколо знайдених
трьох точок, утворює деякий новий трикутник Р , су-
мiжний з попереднiм за вибраною стороною.

Продовжуючи описанi дiї, одержуємо шукане єди-
номожливе розбиття L множини S або трiангуляцiю
Делоне методом порожнього кола [4,5].

Для визначення “якостi” отриманої трiангуляцiї
iснує багато критерiїв, якi включають максимiзацiю
найменшого кута або мiнiмiзацiю повної довжини ре-
бер. Однак цi критерiї визначають бiльше зручнiсть
оцiнки помилки iнтерполяцiї, нiж найкращу трiангу-
ляцiю.

Якщо задачу трiангуляцiї розглядати як само-
стiйну, тобто як iзольовану вiд її верхньої задачi, яка
її використовує, то основним критерiєм оптимально-
го її розв’язку є найкраща трiангуляцiя. А цього мо-
жна досягти не будь-яким способом.

Майже оптимальну конфiгурацiю трiангуляцiйної
сiтки L множини S можна досягнути за допомогою
методу порожнього кола або Делоне [4]. Крiм того,
цей метод дозволяє побудувати трикутники, якi ду-
же близькi до рiвностороннiх. Трiангуляцiйну сiтку
L множини S, побудовану таким способом, називає-
мо трiангуляцiєю Делоне , яка є нiчим iншим як
узагальненням дiаграм Вороного [1].

III. Обчислення об’єму насипаної
землi за допомогою об’ємної
трiангуляцiї

Тут розглянемо другий етап розв’язування нашої
задачi, а саме: обчислення об’єму насипаної землi i
апроксимацiю її поверхнi за допомогою об’ємної трi-
ангуляцiї, яка будується на плоскiй трiангуляцiї.

Кожнiй вершинi трикутника, що належить пло-
скiй трiангуляцiї, вiдповiдає просторова координата
h. Тiло, побудоване на цих вершинах, утворює зрiза-
ну призму (рис. 1).

Тiло ABCDEF утворює зрiзану призму, яка є
одночасно елементом об’ємної трiангуляцiї. Додаю-
чи об’єми всiх таких призм, побудованих на кожно-
му трикутнику плоскої трiангуляцiї, отримуємо при-
близний об’єм гори насипаної землi, що i вимагалося
знайти в найпершiй постановцi нашої задачi. Очеви-
дно, що приблизне значення об’єму гори одержуємо
через те, що плоска грань EFD тiльки апроксимує
криволiнiйну поверхню гори, а не точно її визначає.
Для обчислення площi сплайн-поверхнi гори необхi-
дно знайти суму площ верхнiх трикутних граней всiх
зрiзаних призм, якi утворюють об’ємну трiангуляцiю
[2] .
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 Кожній вершині трикутника, що належить плоскій тріангуляції, відповідає просторова координата h. Тіло, побудоване на цих вершинах, утворює зрізану призму 
(рис. 1). Тіло ABCDEF  утворює зрізану призму, яка є одночасно елементом об’ємної тріангуляції. Додаючи об’єми всіх таких призм, побудованих на кожному трикутнику плоскої тріангуляції, отримуємо  приблизний об’єм гори насипаної землі, що і вимагалося знайти в самій початковій постановці нашої задачі. Очевидно, що приблизне значення об’єму гори одержуємо через те, що плоска грань EFD тільки апроксимує криволінійну поверхню гори, а не точно її визначає. Для обчислення площі сплайн-поверхні гори необхідно знайти суму площ верхніх трикутних граней всіх зрізаних призм, які утворюють об’ємну тріангуляцію [2] . 

 

 Рис. 1. Елемент об’ємної тріангуляції. 
 

    Для обчислення об’єму тіла ABCDEF  зрізуємо його площиною, паралельною до площини координат XOY, що віддалена від неї на відстані h1. Без обмеження загальності, припускаємо, що в нашому випадку  h1≤ (h2, h3). Тоді об’єм тіла ABCDEF  визначаємо як суму Рис. 1. Елемент об’ємної трiангуляцiї

Для обчислення об’єму тiла ABCDEF зрiзуємо
його площиною, паралельною до площини координат
XOY , що вiддалена вiд неї на вiдстанi h1. Без обме-
ження загальностi, припускаємо, що в нашому ви-
падку h1 ≤ (h2,h3). Тодi об’єм тiла ABCDEF ви-
значаємо як суму об’ємiв призмиABCIEG i лежачої
пiрамiди EGFDI з вершиною в точцi Е i основою –
трапецiєю GFDI , тобто:

V T = V призми + V пiрамiди
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Пiсля всiх перетворень i спрощень отримуємо зручну
формулу для обчислень:

VT =
(h1 + h2 + h3)

3
· S, (1)

де S — площа трикутника АВС, а h1,h2, h3 — вiдпо-
вiднi висоти його вершин (див. рис. 1).

IV. Програмна реалiзацiя методу
порожнього кола

для побудови трiангуляцiї Делоне
Для розв’язування задачi трiангуляцiї опи-

саним методом був створений комплекс програм
DELONE , написаний мовою С , який має структуру
пакета. Його умовно можна роздiлити на три вели-
ких блоки:

1. Вхiдний, який пiдготовлює вхiднi данi для те-
стової задачi;

2. Функцiональний, який безпосередньо реалiзує
метод Делоне для заданої кiлькостi точок;

3. Допомiжний, який графiчно iлюструє розв’язок
тестової задачi.

Блок пiдготовки вхiдних даних може працювати в
двох режимах: з випадковою функцiєю та зовнiшнi-
ми даними. В обох випадках файли вхiдних даних
складаються з точок простору з координатами (x, y,
h). Основна вiдмiннiсть режимiв роботи цього блока
полягає в тому, що випадкова функцiя генерує вхiднi
данi в дiапазонi екранних координат, а реальнi данi
задаються в свiтовiй системi координат, якi перетво-
рюються до екранних.

Третiй блок, який ми називаємо допомiжним,
призначений для графiчного виведення результатiв
роботи пакета. Вiн також складається з двох частин:
першої — для зображення плоскої трiангуляцiї i дру-
гої — об’ємної [6,7]. Приклад графiчного зображення
плоскої трiангуляцiї подаємо в цiй роботi, однак зо-
браження об’ємної трiангуляцiї пов’язане з деякими
труднощами. Як вiдомо, для об’ємних тiл застосо-
вується перспективне зображення, яке вимагає вели-
ких затрат машинних ресурсiв — часу i пам’ятi [7].
Оскiльки наше об’ємне тiло складається iз сукупно-
стi трикутних призм, то навiть для невеликої кiлько-
стi початкових точок множини S , побудова перспе-
ктивного зображення пов’язана iз перебором великої
кiлькостi ребер тiла з метою виявлення його види-
мих частин [6,7]. Крiм того, зображення виходить до-
статньо складним i не наочним, особливо верхня йо-
го частина — сплайн-поверхня. Хоча блок побудови
перспективного зображення входить у пакет, однак,
враховуючи наведенi мiркування, ми не подаємо тут
графiчного зображення об’ємної трiангуляцiї.

Основний функцiональний блок пакета можна,
своєю чергою, також умовно роздiлити на двi ча-
стини. У першiй його частинi реалiзується безпосере-
дньо алгоритм побудови плоскої трiангуляцiї для то-
чок площини XOY, тобто без врахування їх висоти
або координати h. В другiй — будується тiло об’ємної

трiангуляцiї, обмежене, як вже зазначалося, знизу —
плоскою трiангуляцiєю на площинi XOY ; зверху —
сплайн-поверхнею, що вiдповiдає плоскiй трiангуля-
цiї; збоку — зовнiшнiми вертикальними гранями, що
вiдповiдають ребрам зовнiшнього опуклого контуру
плоскої трiангуляцiї. Пiсля побудови такого тiла об-
числюється його об’єм.

Розглянемо детальнiше першу частину функцiо-
нального блока. Тут можна видiлити такi основнi
пiдблоки.

1. Впорядкування точок множини S за вiдстан-
ню вiд попередньої точки. Першою встановлюється
точка, найближча до початку координат; другою —
найближча до першої i т.д. Тут визначається також
мiнiмальна вiдстань (dmin) мiж точками, половина
якої приймається за радiус R порожнього кола С .

2. Видiлення iз множини S тих точок, якi утворю-
ють зовнiшнiй опуклий контур, що охоплює всi iншi
точки S.

3. Безпосередня побудова трiангуляцiї Делоне. Це
основний блок програми. Вiн, своєю чергою, склада-
ється з декiлькох менших блокiв, якi виконують на-
ступнi дiї.

3.1. Визначення напрямку променя l для побудо-
ви кола С . Ця дiя зводиться до розпiзнавання того,
чи вибране ребро p1p2, яке називаємо базовим ре-
бром трикутника Р , є зовнiшнiм чи внутрiшнiм по
вiдношенню до опуклого контуру. Притому, для всiх
зовнiшнiх базових ребер вибирається тiльки один на-
прямок, а для всiх внутрiшнiх — два. Промiнь l ви-
бирається на перпендикулярi до середини хорди p1p2

кола С .
3.2. Побудова одного трикутника Р . Для задано-

го базового ребра p1p2 третя вершина p3 знаходиться
шляхом побудови в напрямку l порожнього кола С
заданого радiуса R. При цьому розпiзнаються такi
випадки: всередину кола не потрапила жодна, одна
i бiльше нiж одна точки множини S . У першому i
третьому випадках радiус R кола С вiдповiдно змi-
нюється на деякий крок d ; в другому — знайдена
точка приймається за третю вершину p3 трикутника
Р .

3.3. Органiзацiю спискової структури для точок
множини S , якi утворюють базовi вершини побудо-
ваних трикутникiв.

3.4. Керування процесом побудови трiангуляцiї.
Тут здiйснюються основнi дiї для побудови трiангу-
ляцiї Делоне в дискретному варiантi, а саме:

– вибiр базового ребра p1p2 трикутника Р ;
– аналiз результату роботи блока 3.1, тобто вста-

новлення статусу базового ребра i залежно вiд
нього вибiр напрямку l для побудови кола С ;

– вибiр вiдповiдного кроку d для корегування ра-
дiуса R;

– реорганiзацiя спискової структури в блоцi 3.3;
– перевiрка закiнчення побудови розбиття L: во-

но буде повнiстю завершеним лише тодi, ко-
ли кожне внутрiшнє базове ребро належатиме
двом трикутникам, а кожне зовнiшнє — лише
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одному.
Дiючи так з кожною стороною трикутника Р ,

одержуємо шукане розбиття L множини S або трi-
ангуляцiю Делоне.

Функцiональний блок готує такi вихiднi данi:
– файл впорядкованих вхiдних даних, якi пере-

творенi до екранних координат;
– файл впорядкованих вхiдних даних, якi утво-

рюють зовнiшнiй опуклий контур;
– файл спискової структури, який мiстить всi

побудованi трикутники (iндекси трьох вершин
трикутника у початковому файлi вхiдних да-
них);

– файл ребер трикутникiв для графiчного зобра-
ження;

– файл, що зберiгає промiжнi данi для побудови
перспективного зображення об’ємної трiангуля-
цiї.

Зауваження. Побудова перспективного зобра-
ження вимагає “багатосходових” перетворень коорди-
нат: спочатку — свiтових до сферичних; далi — сфе-
ричних до координат вигляду i останньою “сходин-
кою” є перетворення координат вигляду до екранних
координат, в яких будується зображення [6, 7]. Однак
для великої кiлькостi точок таке зображення не нао-
чне i дуже “дороге” у вимiрах комп’ютерних ресурсiв.
Саме з тих мiркувань, як вже зазначалося, ми його
не подаємо.

V. Приклад

Розглянемо приклад побудови плоскої трiангуля-
цiї Делоне для 24 точок з координатами (x, y, h), якi
згенерованi випадковою функцiєю в дiапазонi екран-
них координат: (0: 639; 35: 479; 0: 479). Третю ко-
ординату h використовуємо тiльки для обчислення
об’єму тiла, утвореного об’ємною трiангуляцiєю i тут
її не записуємо.

Масив точок площини XOY записуємо в послi-
довностi — iндекс, координати (x, y):

0 → (449, 162); 1 → ( 87, 478);
2 → (169, 223); 3 → (457, 208);

4 → (315, 306); 5 → (363, 149);
6 → (298, 161); 7 → (518, 324);
8 → (176, 362); 9 → ( 96, 164);
10 → (349, 417); 11 → (142, 376);
12 → (116, 300); 13 → (158, 280);
14 → (262, 85 ); 15 → (551, 35);
16 → (481, 335); 17 → (257, 293);
18 → (295, 228); 19 → (211, 216);
20 → (487, 80); 21 → ( 98, 177);
22 → (544, 126); 23 → (406, 347).
Впорядковуємо його за вiдстанню вiд попередньої

точки (перша — вiд початку координат) i одержуємо
таку послiдовнiсть iндексiв:

9, 21, 18, 2, 19, 13, 12, 11, 8, 17, 4, 23, 16, 7, 3, 0, 5,
6, 14, 20, 22, 15, 10, 1.

У розбиттi L одержуємо 37 трикутникiв i 59 ре-
бер.

Об’єм тiла, яке апроксимує гору насипаної землi,
дорiвнює величинi

V = 324722666,999993
На рис. 2 показано плоску трiангуляцiю Делоне

для 24 точок.

- 10 - 
 

  0 → (449, 162);    1 → ( 87, 478);    2 → (169, 223);    3 → (457, 208);  
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16 → (481, 335);  17 → (257, 293);  18 → (295, 228);  19 → (211, 216); 
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V  = 324722666,999993 На рис. 2 показано плоску тріангуляцію Делоне для 24 точок. 

 
 Рис.2. Тріангуляція Делоне для 24 точок площини. 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Трiангуляцiя Делоне для 24 точок площини
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ПРИМЕНЕНИЕ ОБЪЕМНОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ
К ЗАДАЧЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОБЪЕМА НАСЫПАННОЙ ЗЕМЛИ

В. Кравец
Закарпатский госсударственный уныверситет, Львовский учебно-научный институт

ул. Замарстынивска, 83А, Львов, 79001, Украина

Задача вычисления объема насыпанной земли приведена к вычислению суммы объемов
срезанных треугольных призм, построенных на треугольниках плоской триангуляции, ко-
торая решена методом Делоне. Описаны метод Делоне как обобщение диаграмм Вороного
и алгоритм его программной реализации; предложен пример решения тестовой задачи.
Ключевые слова: триангуляция, метод Делоне, объем насыпанной земли.
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APPLICATION OF SOLID TRIANGULATION TO PROBLEM
OF COMPUTATION OF FILLED EARTH SPACE

V. Kravets
Transcarpatian State Univercity Lviv Educational and Scientific Institute

83A, Zamarstynivska Str.,Lviv, 79058, Ukraine

A problem of computation of the amount of bulk land is reduced to computation of the sum
of volumes of truncated triangular prisms, constructed on triangles of the plane triangulation,
solved by the Delone method. The Delone method as a generalization of the Voronoi diagrams
and an algorithm of its program realization are described; an example of the test problem is
presented.
Key words: triangulation, Delone method, amount of bulk land.
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