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I. Вступ

Дослiдженню iнтерполяцiйних операторних полi-
номiв в абстрактних просторах присвячено роботи
[1–8]. Побудованi там iнтерполяцiйнi формули мi-
стять iнтеграли Стiльтьєса по оператору скалярно-
го аргументу або iнтеграли, пiд знак яких входили
похiднi, диференцiали Гато iнтерполяцiйного опера-
тора. Бiблiографiю вiдповiдних робiт у зазначеному
напрямi можна знайти також у монографiї [9].

У роботах [1, 3, 5–8] для побудови операторних iн-

терполянтiв використовується континуальна iнфор-
мaцiя (iнформацiя, що залежить вiд дiйсного пара-
метра), за якою будуються вiдповiднi iнтеграли в iн-
терполяцiйних формулах, але вiдсутня континуаль-
нiсть iнтерполяцiйних вузлiв. У [10–12] показано, що
в нескiнченновимiрних просторах за рахунок вибору
континуальних вузлiв можна досягти єдиностi та iн-
варiантностi iнтерполянта. Дослiдженi в [12] iнтерпо-
ляцiйнi полiноми для операторiв, що дiють iз сепара-
бельного гiльбертового простору H у банахiв простiр
Y , мають вигляд

P I
n (x) = F (x0)−

∞∑

i1=1

(x− x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

∆i1F
(
x(i1)

)
+ . . . + (1.1)

+(−1)n
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

in=in−1+1

(x− x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

· (x− x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

. . .
(x− xn−1, ein)
(xn − xn−1, ein

)
·

·∆i1,i2,...,in
F

(
x(i1,i2,...,in)

)
+ Rn (x) ,

де

Rn (x) = (−1)n+1
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

in+1=in+1

(x− x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

. . .
(x− xn−1, ein)
(xn − xn−1, ein)

·

·
(
x− xn, ein+1

)
(
xn+1 − xn, ein+1

) ·∆i1,i2,...,in+1F
(
x(i1,i2,...,in+1)

)
, xn+1 = x,

{ei}i=1,∞ , (ei, ej) = δij , i, j = 1, 2, . . . – ортонор-
мований базис, (·, ·) – скалярний добуток в H , δij

– символ Кронекера, xi, i = 0, n – довiльнi фiксованi
елементи з H , причому xi 6= xj , i 6= j . Використано
позначення

∆i1,i2,...,ik
F

(
x(i1,i2,...,ik)

)
=−∇i1,i2,...,ik

F
(
x(i1,i2,...,ik)

)
=

= ∆i1,i2,...,ik−1F
(
x(i1,i2,...,ik−1,ik+1)

)−
−∆i1i2...ik−1F

(
x(i1,i2,...,ik−1,ik)

)
,

k = 1, 2, . . . , n + 1,

∆i1F
(
x(i1)

)
= F

(
x(i1+1)

)− F
(
x(i1)

)

,
in = (i1, i2, . . . , in) ,
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(рекурентне визначення мiшаних рiзниць вперед
будь - якого порядку). Введено злiченну множину то-
чок

x(ξ1,ξ2,...,ξn) = x0 +
n∑

s=1

∞∑

p=ξs

(xs − xs−1, ep) ep, (1.2)

1 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ . . . ≤ ξn ≤ ∞,

яку використовують як iнтерполяцiйнi вузли.
При цьому має мiсце представлення F (x) =

P I
n (x) + Rn (x) .
Доведена наступна теорема
Теорема. Нехай неперервний оператор F (x) за-

довольняє умови

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

ik=ik−1+1

∥∥∆i1i2...ik
F

(
x(i1,i2,...,ik)

)∥∥2

Y

(x1 − x0, ei1)
2
. . . (xk − xk−1, eik

)2
< ∞, k = 1, n + 1

де i0 = 0 , xi ∈ H , i = 0, n + 1 , – набiр довiльних
елементiв; норма, породжена скалярним добутком
(·, ·) позначена через ‖·‖ , а норма в банаховому про-
сторi Y позначена через ‖·‖Y . Тодi для того, щоб
для оператора F (x) мало мiсце представлення (1.1)
необхiдно i достатньо, щоб мав мiсце дискретний
аналог правила пiдстановки

∆i1i2...ik
F

(
x(i1,i2,...,ik,ik)

)
= (xk+1−xk−1,eik)

(xk−xk−1,eik) ×

× [
∆i1i2...ik

F
(
x(i1,i2,...,ik,ik+1)

)]
ik+1=ik+1

, k=1, n.

(1.3)

Однак правило пiдстановки (1.3) є доволi обме-
жувальним для оператора F (x) . Його можна позбу-
тися, якщо розширити клас полiномiв (1.1).

Поставимо таку iнтерполяцiйну задачу: для опе-
ратора F (x) , заданого своїми значеннями на мно-
жинi вузлiв (1.2), знайти такий операторний полi-
ном P I

n (x) , який задовольняє iнтерполяцiйнi умови

P I
n

(
x(ξ1,ξ2,...,ξn)

)
= F

(
x(ξ1,ξ2,...,ξn)

)
,

i не вимагає виконання правила пiдстановки.

II. Розв’язання задачi

Розв’язок поставленої задачi шукатимемо серед
полiномiв вигляду

Pn(x) = F (x0)+
n∑

s=1

s∑

k=1

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

ik=ik−1+1

ai1...ik
·

(2.4)

·
k∏

j=1

(x− xj−1, eij
)

s∏

j=k+1

(x− xj−1eik
).

Для того, щоб операторний полiном (2.4) був
iнтерполяцiйним на континуальнiй множинi вузлiв
(1.2) шукаємо його у виглядi

PmN
n (x) = pmN

0 +
n∑

s=1

pmN
s (x),

pmN
0 = F (x0) , (2.5)

pmN
n (x) = pn,0(x) + pn,1(x) + pn,2(x).

Формули (2.5) будуємо так, щоб пiд час виконан-
ня правила пiдстановки

pmN
n (x) = pn,0(x),

тобто pn,1(x)+ pn,2(x) мiстять поправки, якi виража-
ються через правило пiдстановки

[pn,0(x) + pn,1(x)]xn=x = −pmN
0 −

n−1∑

k=1

pk,0 (x) + F (x) ,

(2.6)

pn,2(x)|xn=x = −
n−1∑
k=2

[pk,1 (x) + pk,2 (x)] ,

n = 3, 4, . . . , p2,2 (x) ≡ 0.

(2.7)

Якщо побудовано такий функцiональний полiном
(2.5), що має властивостi (2.6), (2.7), то тодi матиме
мiсце тотожнiсть

PmN
n (x)

∣∣
xn=x

=
n∑

s=0

pmN
s (x) = F (x)

або

F (x)− PmN
n−1(x) = RmN

n−1 (x) = pmN
n (x)

∣∣
xn=x

. (2.8)

Побудова полiнома pn,0(x)+ pn,1(x) не викликає
жодних ускладнень. Дiйсно маємо
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pn,0(x) + pn,1(x) = (−1)n
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

in=in−1+1

∆inF (xin)
n∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xl − xl−1, eil
)
+

+ (−1)n−1
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

in−1=in−2+1

[
∆in−1F

(
x(in−1,in−1)

) (
xn−1 − xn−2, ein−1

)
(
xn − xn−2, ein−1

) −

− ∆in−1 F (xin)|in=in−1

] n−1∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xl − xl−1, eil
)
·

(
x− xn−1, ein−1

)
(
xn − xn−1, ein−1

)+ (1.9)

+(−1)n−2
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

in−2=in−3+1

[(
xn−2 − xn−3, ein−2

)
(
xn − xn−3, ein−2

) ∆in−2F
(
x(in−2,in−2,in−2)

)−

− ∆in−2 F
(
x(in−2,in−3,in−3)

)∣∣
in−3=in−2

] n−2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xl − xl−1, eil
)
·

·
n∏

l=n−1

(
x− xl−1, eln−2

)
(
xl − xl−1, eln−2

) + . . .−

−
∞∑

i1=1




(x1 − x0, ei1)
(xn − x0, ei1)

∆i1F


x(i1, . . . , i1)︸ ︷︷ ︸

n


−∆i1F




x
i1,i2, . . . , i2︸ ︷︷ ︸

n−1







∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i2=i1+1



×

× (x− x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

n∏

l=2

(x− xl−1, eil
)

(xn − xl−1, eil
)

.

Потiм шукаємо такий оператор Sn , який з ко-
жного полiнома pk,1(x)+ pk,2(x) утворює полiном n-
го степеня Sn (pk,1(x) + pk,2(x)) з властивiстю

Sn (pk,1(x)+pk,2(x))|xn=x =pk,1(x)+pk,2(x),

k = 2, n− 1.
(1.10)

Щоб довести, що таких операторiв iснує нескiн-
ченна кiлькiсть, достатньо вказати хоча б два опера-
тори S1

n та S2
n з властивiстю (1.10). Тодi будь-який

оператор вигляду αS1
n + βS2

n при всiх значеннях па-
раметрiв α, β , якi задовольняють умову α + β = 1 ,
матиме властивiсть (1.10).

Для побудови оператора Sn вiзьмемо, наприклад,
полiном k-го степеня pk,1(x)+ pk,2(x) , k = 2, n− 1 .
Вiн мiститиме суму l-нескiнченних сум l = 1, k, пiд
якими будуть мiститись полiноми l-го степеня по x
. Фiксуємо довiльне pl ∈ 1, l i вставляємо у кожну iз

нескiнченних сум множник
n∏

j=l+1

(
x−xj−1,eipj

)
(

xn−xj−1,eipj

) (дiя

оператора Sn ), тодi кожний полiном m-го степеня
перетвориться у полiном n-го степеня, причому оче-
видно виконуватимуться спiввiдношення (1.10).

Недолiком вищенаведеного пiдходу є те, що побу-
дований таким способом з iнтерполяцiйного полiно-
ма PmN

n−1 (x) полiном PmN
n (x) матиме iнтерполяцiйнi

властивостi полiнома PmN
n−1 (x) i iнтерполювати функ-

цiонал F (x) тiльки у вузлi xn без континуального iн-
терполяцiйного зв’язку з попереднiми вузлами.

Розглянемо iнший пiдхiд до побудови оператора
Sn .

Вiзьмемо довiльний доданок з полiнома k-го сте-
пеня pk,1(x)+ pk,2(x), k = 2, n− 1 . Нехай це буде
l-кратна нескiнченна сума вигляду

rk
l (x (·)) =

∞∑
i1=1

∞∑
i2=i1+1

. . .
∞∑

ii−1=ii−2+1

Mk
l

(
il
)

ml

(
x; il

)
,

l = 1, k,
(1.11)

де ядро Mk
l

(
il
)

не мiстиь x i складається з двох
доданкiв, у кожний з яких входить l-та рiзниця
∆i1,i2,...,il

оператора F , обчислена у "точцi"x(t1,...,tk) ,
(кожне з t1, . . . , tk виражаються через iндекс фiксова-
ного елемента безпосередньо або через пiдстановку),
а ml

(
x; il

)
є полiномом l-го степеня вiд x . Тодi

Snrk
l (x) =

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

il=il−1+1

∆il+1M
k
l


il;


il+1, . . . , il+1︸ ︷︷ ︸

(n−l)





× (1.12)
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×ml

(
x; il

)



n∏

j=l+1

(
x− xj−1, eil+1

)
(
xn − xj−1, eil+1

)

+

+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

il=il−1+1

∆il+1M
k
l


il;


il+1, . . . , il+1︸ ︷︷ ︸

(n−i)







∣∣∣∣∣∣∣
il+1=il+1

ml

(
x; il

)i
=

= −
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

. . .
∞∑

il−1=il−2+1

Mk
l

(
il
)
ml

(
x; il

)
.

Наведемо декiлька прикладiв вигляду полiномiв pmN
n (x) . Маємо

pmN
1 (x) = pmN

0 + p1,0(x) = F (x0) +
∞∑

i1=1

∇i1F
(
x(i1)

) (x− x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

.

pmN
2 (x) = p2,0(x) + p2,1(x) =

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

[
∆i1,i2F

(
x(i1,i2)

)] (x− x0, ei1) (x− x1, ei2)
(x1 − x0, ei1) (x2 − x1, ei2)

+

+
∞∑

i1=1

{
∆i1 F

(
x(i1,i2)

)∣∣
i2=i1+1

− (x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

∆i1F
(
x(i1,i1)

)} ·
2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xl − xl−1, eil
)
.

pmN
3 (x) = p3,0(x) + p3,1(x) + p3,2(x) =

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

∞∑

i3=i2+1

∇i3F (xi3)
3∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xl − xl−1, eil
)
+

+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

[
(x2 − x1, ei2)
(x3 − x1, ei2)

∇i1,i2F
(
x(i1,i2,i2)

)−∇i1,i2F (xi3)|i3=i2+1

]
×

2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xi − xi−1, eil
)

(x− x2, ei2)
(x3 − x2, ei2)

+

+
∞∑

i1=1

[
(x1 − x0, ei1)
(x3 − x0, ei2)

∇i1F
(
x(i1,i1,i1)

)−∇i1F
(
x(i1,t,t)

)∣∣
t=i1+1

]
× (x− x0, ei1))

(x1 − x0, ei1))

2∏

l=1

(x− xl, ei1)
(x3 − xl, ei1)

+

+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

[
(x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

∇i2F
(
x(i1,i1,i2)

)−∇i2F
(
x(i1,t,i2)

)∣∣
t=i1+1

]
×

2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

(xl − xl−1, eil
)

(x− x2, ei2)
(x3 − x2, ei2)

+

+
∞∑

i1=1

[
∇i1F

(
x(i1,t,t)

)∣∣
t=i1+1

− (x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

∇i1F
(
x(i1,i1,t)

)∣∣
t=i1+1

]
·

3∏

l=1

(x− xl−1, ei1)
(xl − xl−1, ei1)

.

Окремо запишемо полiном четвертого степеня у виглядi

pmN
4 (x) = p4,0(x) + p4,1(x) + p4,2(x) =

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

∞∑

i3=i2+1

∞∑

i4=i3+1

a4,0

4∏

l=1

(x− xl−1, eil
)+ (1.13)

+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

∞∑

i3=i2+1

a4,1

3∏

l=1

(x− xl−1, eil
) (x− x3, ei3) +

∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

a4,2

2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

4∏

l=3

(x− xl−1, ei2)+

+
∞∑

i1=1

a4,3 (x− x0, ei1)
4∏

l=2

(x− xl−1, ei1) +
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

∞∑

i3=i2+1

a4,4

2∏
l=1

(x− xl−1, eil
)

4∏
l=3

(
x− xl−1, eil−1

)
+

+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

a4,5

2∏

l=1

(x− xl−1, ei1)
4∏

l=3

(x− xl−1, ei2) +
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

a4,6

3∏

l=1

(x− xl−1, ei1) (x− x3, ei2) +

+
∞∑

i1=1

a4,7

4∏

l=1

(x− xl−1, ei1) +
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

a4,8

2∏

l=1

(x− xl−1, ei1)
4∏

l=3

(x− xl−1, ei2)+

+
∞∑

i1=1

a4,9

2∏

l=1

(x− xl−1, ei1)
4∏

l=3

(x− xl−1, ei1) +
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

∞∑

i3=i2+1

a4,10

2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

4∏

l=3

(
x− xl−1, eil−1

)
+

+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

a4,11

2∏

l=1

(x− xl−1, eil
)

4∏

l=3

(x− xl−1, ei2)+
∞∑

i1=1

∞∑

i2=i1+1

a4,12 (x− x0, ei1)
3∏

l=2

(x− xl−1, ei1) (x− x3, ei2) +

+
∞∑

i1=1

a4,13 (x− x0, ei1)
3∏

l=2

(x− xl−1, eil
) (x− x3, ei1) ,
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де

a4,0 = ∆i4F
(
x(i4)

) 4∏

l=1

(xl − xl−1, eil
)−1

, (1.14)

a4,1 =
[
∆i3F

(
x(i4)

)∣∣
i4=i3+1

− (x3 − x2, ei3)
(x4 − x2, ei3))

∆i3F
(
x(i1,i2,i3,i3)

)] ·
3∏

l=1

(xl − xl−1, eil
)−1 (x4 − x3, ei3)

−1
,

a4,2 =
[
(x2 − x1, ei2)
(x4 − x1, ei2)

·∆i2F
(
x(i1,i2,i2,i2)

)−∆i2F
(
x(i1,i2,i3,i3)

)∣∣
i3=i2+1

]
·

·
2∏

l=1

(xl − xl−1, eil
)−1

4∏

l=3

(x4 − xl−1, ei2)
−1 ,

a4,3 =
[
∆i1F

(
x(i1,i2,i2,i2)

)∣∣
i2=i1+1

− (x1 − x0, ei1)
(x4 − x0, ei1)

·∆i1F
(
x(i1,i1,i1,i1)

)] · (x1 − x0, ei1)
−1

4∏

l=2

(x4 − xl−1, ei1)
−1 ,

a4,4 =
[
∆i3F

(
x(i1,t,i2,i3)

)∣∣
t=i1+1

− (x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

·∆i3F
(
x(i1,i1,i2,i3)

)] ·
2∏

l=1

(xl − xl−1, eil
)

4∏

l=3

(
xl − xl−1, eil−1

)
,

a4,5 =
[

∆i2F
(
x(i1,t,i2,i3)

)∣∣
t=i1+1

∣∣∣
i3=i2+1

− (x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1))

·

·∆i2F
(
x(i1,i1,i2,i3)

)∣∣
i3=i2+1

]
·

2∏
l=1

(xl − xl−1, ei1)
−1

4∏
l=3

(xl − xl−1, ei2)
−1 ,

a4,6 =
[
∆i2F

(
x(i1,t,t,i2)

)∣∣
t=i1+1

− (x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

·∆i2F
(
x(i1,i1,t,i2)

)∣∣
t=i1+1

]
·

·
3∏

l=1

(xl − xl−1, ei1)
−1 (x4 − x3, ei2)

−1 ,

a4,7 =
[
∆i1F

(
x(i1,t,t,t)

)∣∣
t=i1+1

− (x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

·∆i1F
(
x(i1,i1,t,t)

)∣∣
t=i1+1

]
·

4∏

l=1

(xl − xl−1, ei1)
−1 ,

a4,8 =
[
(x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

·∆i2F
(
x(i1,i1,i2,i2)

)−∆i2F
(
x(i1,t,i2,i2)

)∣∣
t=i1+1

]
·

·
2∏

l=1

(xl − xl−1, ei1)
−1

4∏

l=3

(x4 − xl−1, ei2)
−1 ,

a4,9 =

[
(x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

·∆i2F
(
x(i1,i1,t,t)

)∣∣
t=i1+1

−∆i2F
(
x(i1,t,t,t)

)∣∣∣∣
t=i1+1

]
·

·
2∏

l=1

(xl − xl−1, ei1)
−1

4∏

l=3

(x4 − xl−1, ei1)
−1 ,

a4,10 =
[
∆i3F

(
x(i1,i2,t,i3)

)∣∣
t=i2+1

− (x2 − x1, ei2)
(x3 − x1, ei2)

·∆i3F
(
x(i1,i2,i2,i3)

)] ·

·
2∏

l=1

(xl − xl−1, eil
)−1

4∏

l=3

(
xl − xl−1, eil−1

)−1 ,

a4,11 =
[
∆i2F

(
x(i1,i2,t,t)

)∣∣
t=i2+1

− (x2 − x1, ei2)
(x3 − x1, ei2)

·∆i2F
(
x(i1,i2,i2,t)

)∣∣
t=i2+1

]
·

·
2∏

l=1

(xl − xl−1, eil
)−1

4∏

l=3

(xl − xl−1, ei2)
−1 ,

a4,12 =
[
(x1 − x0, ei1)
(x3 − x0, ei1)

·∆i2F
(
x(i1,i1,i1,i2)

)−∆i2F
(
x(i1,t,t,i2)

)∣∣
t=i1+1

]
·

· (x1 − x0, ei1)
−1

3∏

l=2

(x3 − xl−1, ei1)
−1 (x4 − x3, ei2)

−1 ,

a4,13 =
[
(x1 − x0, ei1)
(x3 − x0, ei1)

∆i1F
(
x(i1,i1,i1,t)

)∣∣
t=i1+1

−∆i1F
(
x(i1,t,t,t)

)∣∣
t=i1+1

]
·

· (x1 − x0, ei1)
−1

3∏

l=2

(x3 − xl−1, ei1)
−1 (x4 − x3, ei1)

−1 .
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Доведемо сформульоване вище твердження.
Має мiсце
Теорема 1. Для того, щоб операторний полiном

(2.5) з властивостями (2.6), (2.7), побудований згi-
дно з (1.9),(1.11), (1.12), був iнтерполяцiйним для
оператора F : H → Y на злiченному вузлi (1.2) необ-
хiдно i достатньо, щоб його елементи визначались
з формул (1.9), (1.11), (1.12).

Доведення. ¤ Для випадкiв n = 1, 2, 3 , тобто
для полiномiв pmN

1 (x) , pmN
2 (x) , pmN

3 (x) доведення
iнтерполяцiйностi здiйснено в [13]. Оскiльки полiном
(1.13) – (1.14) побудований згiдно з (1.9), (1.11), (1.12)

при n = 4 , то довiвши його iнтерполяцiйнiсть у вузлi
x(k1,k2,k3,k4), можемо стверджувати, що операторний
полiном (2.5) з властивостями (2.6), (2.7), побудова-
ний згiдно з (1.9), (1.11), (1.12) буде iнтерполяцiйним
для оператора F : H → Y на злiченному вузлi (1.2)
за будь-якого n .

Спочатку доведемо достатнi умови. Для цьо-
го пiдставимо континуальний вузол x(k1,k2,k3,k4)

у формулу (1.13)–(1.14) i доведемо, що виконує-
ться умова iнтерполяцiйностi PmN

4

(
x(k1,k2,k3,k4)

)
=

F
(
x(k1,k2,k3,k4)

)
.

Маємо

p4,0(xk4) + p4,1(xk4) = −p3,0(xk4)− p2,0(xk4)+ (1.15)

+
k2−1∑

i1=k1

k3−1∑

i2=k2

∆i2F (x(i2,k3,k4)) +
k2−1∑

i1=k1

k4−1∑

i2=k3

∆i2F (x(i3,k4))
∣∣
i3=i2+1

(x3 − x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

+

+
k3−1∑

i1=k2

k3−1∑

i2=i1+1

∆i2F (x(i2,k3,k4))
(x2 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

+
k3−1∑

i1=k2

k4−1∑

i2=k3

∆i2F (x(i3,k4))
∣∣
i3=i2+1

(x2 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

(x3 − x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

+

+
k4−1∑

i1=k3

k4−1∑

i2=i1+1

∆i2F (x(i3,k4)

∣∣
i3=i2+1

(x3 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

(x3 − x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

+

+
k2−1∑

i1=k1

∞∑

i2=k4

∆i2F (x(z1,z2,z2,z2))+
k3−1∑
i1=k2

∞∑
i2=k4

∆i2F (x(z1,z2,z2,z2))
(x2−x0,ei1)
(x1−x0,ei1)

+

+
k4−1∑

i1=k3

∞∑

i2=k4

∆i2F (x(z1,z2,z2,z2))
(x3 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

+
∞∑

i1=k4

∞∑

i2=i1+1

∆i2F (x(z1,z2,z2,z2))
(x4 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

+

+
∞∑

i1=k4

∆i1F (x(z1,z2,z2,z2)

∣∣
i2=i1+1

(x4 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

−
∞∑

i1=k4

∆i1F (x(z1,z1,z1,z1)) .

Далi поступаємо аналогiчно i знаходимо
p4,2(xk4) = −p2,1(xk4)− p3,1(xk4)− p3,2(xk4)+

+
k3−1∑

i1=k2

k4−1∑

i2=k3

[
∆i2F (x(i1,i1,i2,k4))− ∆i2F (x(i1,t,i2,k4))

∣∣
t=i1+1

(x2 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

]
+

+
k4−1∑

i1=k3

k4−1∑

i2=i1+1

[
∆i2F (x(i1,i1,i2,k4))

(x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

− ∆i2F (x(i1,t,i2,k4))
∣∣
t=z1

]
·

· (x3 − x0, e1)
(x1 − x0, e1)

· (x3 − x1, e1)
(x2 − x1, e1)

+

+
k4−1∑

i1=k3

[
∆i1 F (x(i1,i1,t,k4))

∣∣
t=i1+1

(x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

−∆i1 F (x(i1,t,t,k4))
∣∣
t=i1+1

]
·

· (x3 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

· (x3 − x1, ei1)
(x2 − x1, ei1)

+

+
k3−1∑

i1=k2

[
∆i1F (x(i1,t,k4,k4))

∣∣
t=i1+1

(x2 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

−∆i1F (x(i1,i1,k4,k4))
]

+

+
k4−1∑

i1=k3

[
∆i1F (x(i1,t,k4,k4))

∣∣
t=i1+1

−∆i1F (x(i1,i1,k4,k4))
(x1 − x0, ei1)
(x2 − x0, ei1)

]
·

· (x3 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

· (x3 − x1, ei1)
(x2 − x1, ei1)

+

+
k2−1∑

i1=k1

k4−1∑

i2=k3+1

[
∆i2F (x(i1,i2,i2,k4))−∆i2 F (x(i1,i2,t,k4))

∣∣
t=i2+1

(x3 − x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

]
+
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+
k3−1∑

i1=k2

k4−1∑

i2=k3

[
∆i2F (x(i1,i2,i2,k4))

(x2 − x1, ei2)
(x3 − x1, ei2)

−∆i2 F (x(i1,i2,t,k4))
∣∣
t=i2+1

]
·

· (x2 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

(x3 − x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

+

+
k4−1∑

i1=k3

k4−1∑

i2=i1+1

[
∆i2F (x(i1,i2,i2,k4))

(x2 − x1, ei2)
(x3 − x1, ei2)

−∆i2 F (x(i1,i2,t,k4))
∣∣
t=i2+1

]
·

· (x3 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

(x3 − x1, ei2)
(x2 − x1, ei2)

+

+
k4−1∑

i1=k3

[
∆i1F (x(i1,t,t,k4))

∣∣
t=i1+1

(x3 − x0, ei1)
(x1 − x0, ei1)

−∆i1F (x(i1,i1,i1,k4))
]
.

Продовжуючи, одержуємо

pmN
4 (xk4) = p4,0(xk4) + p4,1(xk4) + p4,2(xk4) = −pmN

3 (xk4)− pmN
2 (xk4)− pmN

1 (xk4) + F (xk4) .

Звiдси одержуємо PmN
4 (xk4) = F (xk4) , що i треба було довести. ¥

Обернене твердження. Нехай полiном (1.13) є iн-
терполяцiйним для оператора F : H → Y на злiчен-
ному вузлi (1.2) при n = 4 ; pmN

1 (xk4), pmN
2 (xk4),

pmN
3 (xk4) - вiдомi з [13]. Покажемо, що його елемен-

ти визначаються за формулами (1.14). Для цього зна-
йдемо ∇k4F

(
x(k4)

)
. Маємо

∆k4F
(
x(k4)

)
= (x1 − x0, ek1)×

× (x2 − x1, ek2) (x3 − x2, ek3) (x4 − x3, ek4) a4,0.

З останньої рiвностi пiсля замiни k1, k2, k3, k4 вiд-
повiдно на i1, i2, i3, i4 одержуємо a4,0 .

Потiм дiємо аналогiчно як i у разi знахо-
дження a4,0 . А саме, шукаємо ∆k3F

(
x(k3,k3)

)
та

∆k3F
(
x(k1,k2,k2,k3)

)
, а з них вiдповiдно одержує-

мо a4,1 та a4,10 . Одержанi елементи пiдставляє-
мо в (1.13) та знаходимо ∆k3F

(
x(k1,k1,k2,k3)

)
, а з

неї знаходимо a4,4 . З ∆k2F
(
x(k1,k2,k2,k2)

)
знаходи-

мо a4,2 та a4,11 . Знову пiдставляємо одержанi еле-
менти в (1.13) i знаходимо з ∆k2F

(
x(k1,k1,k2,k2)

)
-

a4,8 та a4,5 ; з ∆k2F
(
x(k1,k1,k1,k2)

)
- a4,12 та a4,6 ; з

∆k2F
(
x(k1,k1,k1,k1)

)
- a4,3 , a4,7 , a4,9 та a4,13 .

Обернене твердження доведено. Отже, доведена i
вся теорема.

Знайдемо залишковий член iнтерполяцiйного опе-
раторного полiнома (2.5) з властивостями (2.6), (2.7)
побудованого згiдно з (1.9), (1.11), (1.12).

Справедлива
Теорема 2.Нехай для фiксованих x0 , x1, . . . , xn−1

i довiльного x з H оператор F : H → Y є та-
ким, що всi нескiнченнi суми вiд норм елементiв,
що входять в них згiдно з (1.9), (1.11), (1.12)
меншi вiд ∞ . Тодi для цього оператора має мi-
сце представлення F (x) = PmN

n (x) + RmN
n (x) , де

RmN
n (x) = pmN

n+1 (x)
∣∣
xn+1

= x .
Доведення. ¤ Для випадку n = 2 теорема дове-

дена в [13]. Припустимо, що теорема справджується
для n− 1 i доведемо її справедливiсть для n .

У загальному випадку матимемо

RmN
n (x) = pmN

n+1(x)
∣∣
xn+1=x

=

[pn+1,0(x)) + pn+1,1(x) + pn+1,2(x)]xn+1=x .

Згiдно з формулою (1.9), за якою побудований по-
лiном pn+1,0(x) + pn+1,1(x) , при xn+1 = x маємо

[pn+1,0(x) + pn+1,1(x)]xn+1=x =

= −F (x0)−
n∑

k=1

pk,0 (x) + F (x) .

Аналогiчно згiдно з формулами (1.11), (1.12), за
якими побудований полiном pn,2(x) , при xn+1 = x
маємо

pn+1,2(x)|xn+1=x = −
n∑

k=2

[pk,1 (x) + pk,2 (x)] ,

n = 2, 3, 4, . . . , p2,2 (x) ≡ 0 .
Звiдси RmN

n (x) = −PmN
n (x) + F (x(·)) .

Отже, одержали аналог формули (2.8) за умови
не виконання правила пiдстановки

PmN
n (x) + RmN

n (x) = PmN
n−1(x) + RmN

n−1(x) = · · · =
= PmN

0 (x) + RmN
0 (x) = F (x) ,

що i треба було довести. ¥

Висновки

Встановленi необхiднi та достатнi умови iнтер-
поляцiйностi операторного полiнома типу Ньютона
n-степеня на злiченнiй множинi iнтерполяцiйних ву-
злiв на гiльбертовому просторi, який не вимагає
виконання правила пiдстановки.

Знайдено залишковий член iнтерполяцiйного по-
лiнома n-степеня.
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ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРНЫЕ ПОЛИНОМЫ
НА ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

И. Демкив
Национальный университет “Львивська политехника”,

ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

Установлены необходимые и достаточные условия интерполяционности операторного
полинома типа Ньютона, для которого не требуется выполнения правила подстановки.
Найден остаточный член построенного полинома.
Ключевые слова: интерполяционный полином, континуальные узлы.
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INTERPOLATION OPERATOR POLYNOMIALS
ON HILBERT SPASE

I. Demkiv
National University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Necessary and sufficient conditions for polynomial to be interpolational operator polynomial
of Newton type which does not need the substitution rule to be applied are established in this
paper. The remainder term of the polynomial constructed is found
Key words: interpolation polynomial, continual knot.
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