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Нехай H(λ) – клас цiлих (абсолютно збiжних у
всiй компекснiй площинi) рядiв Дiрiхле вигляду

F (z) =
∞∑

n=0

anezλn , (1)

з фiксованою послiдовнiстю показникiв λ = (λn),
0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n → +∞).

Для F ∈ H(λ) i x ∈ R позначимо

M (x ,F ) = sup{|F (x + iy)| : y ∈ R},
m(x ,F ) = inf{|F (x + iy)| : y ∈ R},
µ(x ,F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0},

ν(x ,F ) = max{n : |an|exλn = µ(x, F )}.
Вiдомо ([1]), що умова

+∞∑
n=0

1
λn+1 − λn

< +∞ (2)

є необхiдною i достатньою для того, щоб для кожної
цiлої функцiї F ∈ H(λ) спiввiдношення

M(x, F )=(1+o(1))µ(x, F ), M(x, F )=(1+o(1))m(x, F )
(3)

виконувались при x → +∞ ззовнi деякої множи-
ни E = E(F ) ⊂ [0, +∞) скiнченної мiри Лебега
(meas(E) =

∫
E

dx < +∞).

У [2] доведено, що для кожної додатної непе-
рервної на [0, +∞) функцiї l, такої, що l(x) ↗ +∞
при x → +∞, для кожної λ (зокрема такої, що ви-
конується умова (2)) iснують F ∈ H(λ), множина
E ⊂ [0, +∞) i стала d > 0 такi, що

(∀x ∈ E) : F (x) > (1+d)µ(x, F ), F (x) > (1+d)m(x, F )
(4)

i measl(E) :=
∫
E

l(x)dx = +∞. Тобто, скiнченнiсть мi-

ри Лебега є непокращуваним описом виняткової мно-
жини у спiввiдношеннях (3).

Варто також зазначити, що у випадку, коли цi-
лий ряд Дiрiхле не є експоненцiйним полiномом, то
виняткова множина E(F ) у спiввiдношеннях (3) є не-
обмеженою. Для того, щоб у цьому переконатись до-
сить, наприклад, розглянути послiдовнiсть (κk) то-
чок стрибка центрального iндексу ν(x, F ). Справдi,
для кожного k ≥ 1 iснує принаймi два члени ряду
Дiрiхле з номерами nk i mk таких, що |ank

|eκkλnk =
|amk

|eκkλmk = µ(κk, F ). Тодi, з рiвностi Парсеваля
одержуємо

2(µ(κk, F ))2 <
+∞∑
n=1

|an|2e2κkλn =

= lim
T→+∞

1
2T

T∫

−T

|F (κk + iy)|2dy ≤ (M(κk, F ))2.

Тобто виконується нерiвнiсть M(κk, F ) >
√

2
µ(κk, F ). Звiдси одержуємо, що {κk : k ≥ 1} ⊂ E(F ).
Залишається пригадати, що κk ↑ +∞ (k → +∞).

У пiдкласах класу H(λ), що визначаються обме-
женнями на мiнiмально можливу швидкiсть зростан-
ня максимального члена µ(x, F ), опис виняткових
множин можна уточнити (див. [3–5]).

Нехай L – клас додатних неперервних зростаючих
до +∞ на [0,+∞) функцiй. Для h, l ∈ L i вимiрної
множини E ⊂ [0, +∞) скiнченної мiри Лебега визна-
чимо такi асимптотичнi щiльностi у нескiнченностi:

dh(E) = lim
x→+∞

h(x)meas(E ∩ [x, +∞)),

dh,`(E) = lim
x→+∞

h(x)measl(E ∩ [x, +∞)).

Математика c© О.Б. Скаскiв, Т.М. Сало, 2011

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



О.Б. Скаскiв, Т.М. Сало

Нехай Φ ∈ L, а ϕ(x) – функцiя обернена до Φ.
Визначимо такий клас додатних функцiй

Lϕ = {h ∈ L :
h(ϕ(x))

x
ln x → 0,

h(2x) = O(h(x)), x → +∞}.
Нехай H(λ,Φ) клас цiлих рядiв Дiрiхле F ∈ H(λ)

таких, що

(∃KF > 0) : ln µ(x, F ) ≥ KF xΦ(x) (x ≥ x0).

Теорема A[4]. Нехай Φ ∈ L, h ∈ Lϕ. Якщо

(∀b > 0) : lim
x→+∞

h(x)
∑

λn>bΦ(x)

1
λn+1 − λn

= 0, (5)

то для кожної функцiї F ∈ H(λ,Φ) спiввiдношен-
ня (3) виконуються при x → +∞, x ∈ [0, +∞)\E,
dh(E) = 0.

Метою роботи є показати, що описання величини
виняткової множини в межах теореми А у певному
сенсi iстотно покращити не можна, про що свiдчить
така теорема.

Теорема. Нехай Φ(x) = xα (α > 0), h ∈ Lϕ. Для
кожної функцiї ` ∈ L iснують послiдовнiсть λ, така,
що виконується (5), функцiя F ∈ H(λ, Φ), множина
E ⊂ [0, +∞) i стала d>0 такi, що

(∀x ∈ E) : F (x) > (1 + d)µ(x, F ) (6)

i dh,`(E) > 0.
Доведення. Позначимо g(x) = h(ϕ(x))l(ϕ(x)).

Очевидно, що g ∈ L. Розглянемо послiдовнiсть (λn),
для якої λ0 = 0, λ1 = 1, а решта члени визначаються
рекурентною формулою

λn = λn−1 +
g(λn−1)g(λn−2)

g(λn−1)− g(λn−2)
(n ≥ 2).

Тодi
1

λn − λn−1
=

1
g(λn−2)

− 1
g(λn−1)

,

i при m > n маємо

m∑

k=n

1
λk+1 − λk

=
1

g(λn−1)
− 1

g(λm)
,

а, отже,

+∞∑

k=n

1
λk+1 − λk

=
1

g(λn−1)
=

1
h(ϕ(λn−1))l(ϕ(λn−1))

.

(7)
Оскiльки ϕ(x) = x1/α i h ∈ Lϕ, то ∀b > 0

lim
x→+∞

h(x)
∑

λn>bΦ(x)

1
λn+1 − λn

≤

≤ lim
n→+∞

h

(
ϕ(

λn−1

b
)
) +∞∑

k=n

1
λk+1 − λk

=

= lim
n→+∞

h(b−1/αϕ(λn−1))
h(ϕ(λn−1))l(ϕ(λn−1))

= 0.

Отже, для послiдовностi λ виконується (5).

Виберемо тепер κk =
n−2∑
k=1

rk (n ≥ 2), де

r1 = max
{

ϕ(λ2),
1

λ2 − λ1

}
,

rk = max
{

ϕ(λk+1)− ϕ(λk),
1

λk+1 − λk

}
,

а також a0 = 1, an = exp{−
n∑

k=1

κk(λk−λk−1)} (n ≥ 1),

i покажемо, що функцiя F визначена рядом (1) з
щойно визначеними коефiцiєнтами (an) i показника-
ми (λn) належить до класу H(λ,Φ).

Оскiльки
+∞∑
n=0

1
λn+1 − λn

< +∞, то n = o(λn)

(n → +∞), а тому
ln n

λn
→ 0 (n → +∞). За побудовою

κn ↑ +∞ (n → +∞) i κn =
ln an−1 − ln an

λn − λn−1
(n ≥ 1),

тодi за теоремою Штольца
− ln an

λn
→ +∞ (n → +∞),

i згiдно з [6, c. 85] функцiя F належить класу H(λ).
Крiм того, добре вiдомо, що у цьому випадку

∀x ∈ [κn,κn+1) : µ(x, F ) = anexλn , ν(x, F ) = n.
(8)

Оскiльки за побудовою

κn ≤ ϕ(λn−1) +
n−2∑

k=1

1
λk+1 − λk

≤ 2ϕ(λn−1) (n > n0),

то за доволi великих n для всiх x ∈ [κn,κn+1)

ln µ(2x, F ) = ln µ(x, F ) +

2x∫

x

λν(t)dt ≥ xλν(x) = xλn ≥

≥ xΦ
(κn+1

2

)
≥ xΦ

(x

2

)
,

тобто при x ≥ x0 маємо

ln µ(x, F ) ≥ x

2
Φ(

x

4
) =

1
21+2α

x Φ(x),

а тому F ∈ H(λ, Φ).
Зауважимо, що

κn+1 − κn = rn−1 ≥ 1
λn − λn−1

(n ≥ 1).

Для x ∈
[
κn,κn + 1

λn−λn−1

]
маємо

an−1exλn−1

µ(x,F ) = an−1exλn−1

anexλn
=

= exp{(λn − λn−1)(κn − x)} ≥ e−1 := d,
(9)

а, отже, при x ∈ E =
∞⋃

n=1

[
κn,κn + 1

λn−λn−1

]
, виби-

раючи n = ν(x, F ), одержуємо

F (x) ≥ an−1e
xλn−1 + anexλn =
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= µ(x, F )
(

1 +
an−1e

xλn−1

anexλn

)
≥ (1 + d)µ(x, F )

i (6) доведено.
Залишається показати, що dh,`(E) > 0. За побу-

довою для всiх n ≥ 1 маємо

κn ≥ ϕ(λ1) +
n−2∑

k=1

(ϕ(λk+1)− ϕ(λk)) = ϕ(λn−1). (10)

Тепер зауважимо, що

∫

E
⋂

[κn,+∞)

`(t)dt =
+∞∑

k=n

κk+ 1
λk−λk−1∫

κk

`(t)dt ≥

≥
+∞∑

k=n

`(κk)
λk − λk−1

≥ `(κn)
∑

k=n−1

+∞
1

λk+1 − λk
.

(11)

Оскiльки κn ↑ +∞, то (∀x > κ1) (∃n = n(x)) : x ∈
[κn;κn+1), тому враховуючи (10), (11) i (7), одержу-
ємо

h(x)
∫

E
⋂

[x,+∞)

`(t)dt ≥ h(κn)
∫

E
⋂

[κn+1,+∞)

`(t)dt ≥

≥ h(ϕ(λn−1))`(ϕ(λn))
+∞∑

k=n

1
λk+1 − λk

=
`(ϕ(λn))

`(ϕ(λn−1))
> 1.

Отже,

dh,`(E) = lim
x→+∞

h(x)
∫

E
⋂

[x,+∞)

`(t)dt ≥ 1.

Теорему доведено.

Нехай тепер

F (z) =
∞∑

n=0

(−1)nanezλn ,

де (an), (λn) – означенi у доведеннi теореми. Оче-
видно, що F1 ∈ H(λ, Φ). Повторимо мiркування,
що призвели до твердження 4 в [2]. Оскiльки κn ↑
+∞ (n → +∞), то легко перевiряється, що для всiх
x ∈ [κn,κn+1]

amexλm ≤ am+1e
xλm+1 (0 ≤ m ≤ n− 1),

amexλm ≥ am+1e
xλm+1 (m ≥ n).

Тому

m(x, F1) ≤ |F1(x)| ≤ µ(x, F1) = µ(x, F ),

де F – функцiя з доведення теореми.
За рiвнiстю Парсеваля

lim
T→+∞

1
2T

T∫

−T

|F1(x + iy)|2dy =
+∞∑
n=0

|an|2e2xλn .

Враховуючи (9), для всiх x ∈ E (E – множина з до-
ведення теореми) маємо

|M(x, F1)|2 ≥ (1 + d2)(µ(x, F1))2,

тому для x ∈ E одночасно виконуються нерiвностi

M(x, F1) ≥ (1 + d2)1/2µ(x, F1),

M(x, F1) ≥ (1 + d2)1/2m(x, F1).

Тобто одержали таке твердження.
Наслiдок.Нехай Φ ∈ L, h ∈ Lϕ. Для кожної фун-

кцiї ` ∈ L iснують послiдовнiсть λ, така, що виконує-
ться (5), функцiя F ∈ H(λ, Φ), множина E ⊂ [0, +∞)
i стала d>0 такi, що спiввiдношення (3) одночасно не
виконується на множинi E i dh,`(E) > 0.
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