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Оцiнено мiцнiсть iзотропної пластини, яка мiстить стохастично розподiленi трiщини
обмеженої довжини, з використанням детермiнiстичного критерiю руйнування, що вра-
ховує початковий напрямок поширення трiщини. Виведено спiввiдношення для густини
розподiлу ймовiрностей граничного навантаження пластини iз заданою дефектнiстю за рi-
зних видiв напруженого стану. Побудовано дiаграми граничного стану, якi вiдповiдають
середнiм значенням руйнiвного навантаження. Дослiджено вплив на мiцнiсть структурної
неоднорiдностi матерiалу, площi пластини i характеру напруженого стану.
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Вступ
Iмовiрнiсна оцiнка руйнiвного стану за задано-

го навантаження є важливим етапом у розрахунках
на мiцнiсть i надiйнiсть деталей машин та елемен-
тiв конструкцiй. Мiцнiсть матерiалу залежить вiд де-
фектiв структури i завжди є деякою випадковою ве-
личиною. Тому для розв’язування задач прогнозу-
вання граничного стану конструкцiйних матерiалiв
важливим є застосування статистичних методiв. За
останнi роки статистичнi теорiї, застосованi до вивче-
ння мiцностi матерiалiв з дефектами структури, на-
були розвитку у роботах [1–6]. Метою дослiдження є
побудова критерiю крихкого руйнування iзотропних
пластин за умов розтягу-стиску, який модифiкова-
ний для випадку врахування початкового напрямку
поширення трiщини (вiдхилення розвитку трiщини

вiд початкової орiєнтацiї).

I. Постановка задачi
У роботi [7] отримано спiввiдношення, якi визна-

чають функцiю розподiлу граничного (руйнiвного)
навантаження для прямокутних iзотропних пластин
з однаковою трiщиностiйкiстю матерiалу за умов все-
бiчного розтягу-стиску у двох взаємно перпендику-
лярних напрямках навантаженням p та q (q = ηp).
Дослiдження ґрунтується на детермiнiстичному кри-
терiї руйнування [8], що враховує початковий напря-
мок поширення трiщини. У припущеннi рiвномiрного
розподiлу трiщин та обмеження їх розмiрiв, отрима-
но вирази функцiї розподiлу граничного навантажен-
ня для елемента пластини з одним дефектом:

1) для випадку 0 ≤ η ≤ 1 (p > 0, q ≥ 0)

F1(p, η) =
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(1)

2) для випадку −1 ≤ η < 0 (p > 0, q < 0)

F1(p, η) =
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(2)
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3) для випадку −(ρ +
√

1 + ρ2)2 ≤ η < −1 (p ≥ 0, q < 0)

F1(p, η) =





Ψ3( K2
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c
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c

≤ p < ∞ ;

(3)

4) для випадку −∞ < η ≤ −(ρ +
√

1 + ρ2)2 (p ≥ 0, q < 0)

F1(p, η) =



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√
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3K√
|η|c ≤ p ≤ ϕ1(α0,η)K√

c
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c
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(4)

Тут позначено:

ϕ1(α, η) = sec2 θ∗
2

[
cos

θ∗
2

(sin2 α + η cos2 α)− 1, 5(1− η) sin 2α sin
θ∗
2

]−1

;

ϕ2(α, η, ρ) = 0, 25
√

3
[
(1− η) sin 2α + 2ρ(sin2 α + η cos2 α)

]−1
;

ρ – коефiцiєнт тертя мiж берегами трiщини (0≤ρ≤1);
θ∗ – кут, що визначає початковий напрямок поширен-
ня трiщини [8]; K = KIc/

√
π, де KIc – коефiцiєнт iн-

тенсивностi напружень; α0 = arctg
√−η ; параметри

α1, α3, α4 мають вiдповiдне аналiтичне представлен-
ня [7].

Для випадку 1 < η < ∞ (p > 0) або −∞<η<0
(q > 0), замiнивши у вiдповiдних спiввiдношеннях
для функцiї розподiлу F1(p, η) величини p та η, вiд-
повiдно, на q та η1 = 1/η, отримаємо функцiю розпо-
дiлу F1(q, η1)

II. Густина розподiлу ймовiрностей
граничного навантаження

Використаємо спiввiдношення (1)–(4) для знахо-
дження густини розподiлу ймовiрностей граничного

навантаження пластини з N дефектами (трiщинами).
Функцiя розподiлу граничного навантаження для

пластини, що мiстить N iзольованих дефектiв, визна-
чається формулою [9]

FN (p, η) = 1− [1− F1(p, η)]N . (5)

Тодi густина розподiлу ймовiрностей граничного
навантаження для вказаної пластини, вiдповiдно до
виразу (5), запишеться у виглядi

fN (p, η) = N [1− F1(p, η)]N−1 dF1(p, η)
dp

. (6)

Розглянемо деякi частковi випадки: двовiсного
симетричного розтягу (p = q > 0, η = 1) та одно-
вiсного розтягу (p > 0, q = 0, η = 0).

За двовiсного симетричного розтягу густина розподiлу (6) визначається так:

fN (p, 1) = 2N(r + 1)
K2

p3c

[
1− K2

p2c
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,
K√
c
≤ p < ∞ . (7)

За одновiсного розтягу маємо

fN (p, 0) =
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,
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≤ p < ∞ , (8)
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де функцiя розподiлу F1(p, 0), вiдповiдно до вира-
зу (1) запишеться так:

F1(p, 0) =
2
π

π/2∫

arcsin K
p
√

c

[
1− K2

p2c
ϕ2

1(α, 0)
]r+1

dα .

Запишемо бета-розподiл [7] випадкової величини l
при r = 1. У цьому випадку диференцiальна функцiя
розподiлу визначається спiввiдношенням

f2(l) =
2
c

(
1− l

c

)
, (9)

де c – скiнченна структурна характеристика матерi-
алу [7].

Цей розподiл називають лiнiйно спадним або на-
пiвтрикутним [10] i його фiзичний змiст полягає у
зменшеннi ймовiрностi зустрiчi дефекту у матерiалi
зi збiльшенням його довжини.

У разi лiнiйно спадного розподiлу довжин трiщин
спiввiдношення (7) та (8) спiвпадають з отриманими
в роботi [9].

Вiдповiдно до виразiв (7) та (8) на рис. 1–4 побу-
довано графiки густини розподiлу ймовiрностей гра-
ничного навантаження для рiзних видiв напружено-
го стану (η = 1 та η = 0). Отримано унiмодальнi
розподiли випадкової величини граничного наванта-
ження.
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Рис. 1. Густина розподілуймовірностей граничного навантаження

за двовісного симетричного розтягу для різної неоднорідності матеріалу
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Рис. 2. Густина розподілуймовірностей граничного навантаження

за двовісного симетричного розтягу для пластин різних розмірів
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Рис. 3. Густина розподілуймовірностейграничного навантаження

за одновісного розтягу для різної неоднорідності матеріалу
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Рис. 4. Густина розподілуймовірностейграничного навантаження

за одновісного розтягу для пластин різних розмірів

На рис. 1 розглянуто вплив неоднорiдностi ма-
терiалу (параметра r, зi збiльшенням якого зростає
ймовiрнiсть появи малих трiщин) на найiмовiрнiше
значення мiцностi (моду Mo(p

√
c/K). У разi пiдви-

щення однорiдностi матерiалу (збiльшення величини
r) спостерiгаємо збiльшення найiмовiрнiшого значен-
ня мiцностi. Параметр r характеризує форму кри-
вої розподiлу. Найбiльша ордината кривої розподiлу
обернено пропорцiйна r; при збiльшеннi r максималь-
на ордината зменшується.

На рис. 2 проявляється закономiрнiсть зменшен-
ня найiмовiрнiшого значення мiцностi зi зростанням
кiлькостi дефектiв N (тобто зi збiльшенням площi
пластини за однакової щiльностi трiщин).

На рис. 3 показано вплив врахування початково-
го напрямку поширення трiщин за одновiсного роз-
тягу для пластин рiзної неоднорiдностi. Штриховi лi-
нiї вiдповiдають випадку поширення трiщин у своїх
площинах (θ∗ = 0), а суцiльнi – випадку врахування
початкового напрямку поширення дефектiв. Це вра-
хування (θ∗ 6= 0) зумовлює зменшення найiмовiрнi-
шого значення мiцностi, причому величина зменше-
ння не залежить вiд пiдвищення однорiдностi мате-

рiалу. Зауважена закономiрнiсть зберiгається зi зро-
станням кiлькостi трiщин N у пластинi (збiльшенням
її розмiрiв) (рис. 4). У разi лiнiйно спадного розподi-
лу довжин трiщин (r = 1), врахування початкового
напрямку їх поширення спричиняє збiльшення ма-
ксимальної ординати кривої розподiлу. При r ≥ 2 та
θ∗ 6= 0 спостерiгаємо її зменшення, яке зберiгається
зi змiною кiлькостi дефектiв N у пластинi (рис. 4).

III. Критерiй руйнування пластин

Запишемо спiввiдношення, якi визначають сере-
днє значення граничного навантаження 〈p〉 для пла-
стини з N дефектами. Вiдовiдно до [9]

〈p〉 = pmin(η) +

pmax(η)∫

pmin(η)

[1− F1(p, η)]N dp . (10)

Пiдставимо вирази (1)–(4) для функцiї розподiлу
граничного навантаження F1(p, η) у формулу (10) та
зробимо замiну змiнних x = K2

p2c . Отримаємо:

84 Прикладна математика i механiка

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Iмовiрнiсна оцiнка мiцностi крихких матерiалiв

1) для випадку 0 ≤ η ≤ 1 (p > 0, q ≥ 0)

〈p〉
√

c

K
= 1 +

1
2

η2∫

0

[1−Ψ2(x, η)]n

x3/2
dx +

1
2

1∫

η2

[1−Ψ1(x, η)]n

x3/2
dx ; (11)

2) для випадку −1 ≤ η < 0 (p > 0, q < 0)

〈p〉
√

c

K
=

0, 125
√

3√
|η| +

1
2

ϕ−2
1 (π/3,η)∫

0

[1−Ψ4(x, η)]n

x3/2
dx +

1
2

64
3 |η|∫

ϕ−2
1 (π/3,η)

[1−Ψ3(x, η)]n

x3/2
dx ; (12)

3) для випадку −(ρ +
√

1 + ρ2)2 ≤ η < −1 (p ≥ 0, q < 0)

〈p〉
√

c

K
=

0, 125
√

3√
|η| +

1
2

ϕ−2
1 (α0,η)∫

0

[1−Ψ5(x, η)]n

x3/2
dx +

1
2

64
3 |η|∫

ϕ−2
1 (α0,η)

[1−Ψ3(x, η)]n

x3/2
dx ; (13)

4) для випадку −∞ < η ≤ −(ρ +
√

1 + ρ2)2 (p ≥ 0, q < 0)

〈p〉
√

c

K
= p0 +

1
2

ϕ−2
1 (α0,η)∫

0

[1−Ψ5(x, η)]n

x3/2
dx +

1
2

64
3 |η|∫

ϕ−2
1 (α0,η)

[1−Ψ3(x, η)]n

x3/2
dx +

1
2

p−2
0∫

64
3 |η|

[1−Ψ6(x, η)]n

x3/2
dx, (14)

де p0 = 0, 25
√

3[(1− η)
√

1 + ρ2 + ρ(1 + η)]−1.

Рис. 5. Діаграми граничного стану

1
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3-

4-

10N =

100N =

/p c K

c
q

K

1,5

1 1,5

Обчисливши величини 〈p〉
√

c
K за формулами (11)–

(14), середнi значення другої компоненти безвимiрно-
го навантаження 〈q〉

√
c

K отримаємо зi спiввiдношення
〈q〉 = η〈p〉.

Сукупнiсть значень 〈p〉
√

c
K та 〈q〉

√
c

K визначають
дiаграми граничного стану (кривi мiцностi за скла-

дного напруженого стану). Такi кривi для випадку
лiнiйно спадного розподiлу довжин трiщин (9) зобра-
женi на рис. 5. Оскiльки орiєнтацiю трiщин описує-
мо рiвномiрним розподiлом [7], то вказанi дiаграми
симетричнi вiдносно прямої 〈p〉 = 〈q〉. Штриховi лi-
нiї вiдповiдають випадку поширення трiщин у своїх
площинах (θ∗ = 0) [9], а суцiльнi – випадку враху-
вання початкових напрямкiв поширення трiщин. За
двовiсного симетричного розтягу вони спiвпадають.
Штрих-пунктирною лiнiєю зображенi детермiнiсти-
чнi кривi граничного стану 〈p〉 → pmin, 〈q〉 → qmin

.

IV. Висновки

З аналiзу побудованих на рис. 1–4 графiкiв густи-
ни розподiлу ймовiрностей граничного навантажен-
ня випливає, що за двовiсного симетричного розтягу
найiмовiрнiше значення мiцностi є меншим, нiж за
одновiсного. Врахування початкового напрямку по-
ширення трiщин (рис. 3–4) iстотно впливає на мiц-
нiсть, незалежно вiд кiлькостi дефектiв у пластинi,
неоднорiдностi матерiалу та виду напруженого ста-
ну.

З дiаграм граничного стану на рис. 5 видно, що
за однакової кiлькостi дефектiв, врахування початко-
вого напрямку поширення трiщин спричиняє змен-
шення середнiх значень граничного навантаження.
Це зменшення у деяких випадках є однаковим для
рiзних видiв напруженого стану (для рiзних η).

Отже, можна стверджувати, що вдосконалення
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визначаючих спiввiдношень, якi зв’язують мiцнiсть
матерiалу зi стохастичнiстю його структури, за допо-
могою залучення детермiнiстичного критерiю руйну-

вання [8], дає змогу пiдвищити надiйнiсть i достовiр-
нiсть розрахункiв та здiйснити побудову адекватної
математичної моделi крихкого руйнування.
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Проведено оценку прочности изотропной пластины, содержащую стохастически распре-
деленные трещины ограниченной длины, с использованием детерминистического критерия
разрушения, который учитывает начальное направление развития трещины. Выведено со-
отношения для плотности распределения вероятностей предельной нагрузки пластины с
заданной дефектностью при различных видах напряженного состояния. Построено диа-
граммы предельного состояния, которые соответствуют средним значениям разрушающей
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In this paper the strength estimation of isotropic plate contains stochastic distribute bound
length cracks, with using of deterministic failure criterion, which account the initial direction
of crack propagation, is realized. The relations for density of plate limiting loading with given
presence of defects probabilistic distribution under different form of stressed state are deri-
ved. The limiting state diagrams, which accommodate failure load mean, are carrying out. The
influence of structure inhomogeneous, plate area and character of stressed state on strength is
investigated.
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