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Вступ

У працi [1] М.Г. Крейн застосував метод
напрямних функцiоналiв для одержання iнте-
гральних зображень додатно визначених ядер
K (x, y)

(
x, y ∈ R1

)
. Ю.М. Березанський в [2] запро-

понував метод одержання iнтегральних зображень
для додатно визначених ядер K (x, y)

(
x, y ∈ R1

)
за

допомогою власних функцiй диференцiальних опера-
торiв. Цей метод полягає у введеннi за ядром K (x, y)(
x, y ∈ R1

)
гiльбертового простору i побудовi розви-

нення за узагальненими власними векторами само-
спряжених операторiв, якi розглядаються у цьому
просторi; вiдповiдна рiвнiсть Парсеваля дає потрiбне
зображення. У цiй роботi розглядаються додатно
визначенi функцiї однiєї змiнної, якi пов’язанi з опе-

ратором
d3

dx3
.

Означення. Дiйсну неперервну функцiю k (x)
(x ∈ C) , називатимемо додатно визначеною (д.в.),
якщо для довiльної фiнiтної функцiї u (x) ∈ C∞0

(
R1

)
виконується нерiвнiсть

∫

R1

∫

R1

K (x, y) u (y) u (x) dxdy ≥ 0, (1)

де

K(x, y) =
1
9

2∑

l=0

2∑
m=0

k
(
xe

2πi
3 l + ye

2πi
3 m

)
.

Теорема. Кожна д.в. функцiя k (x) (x ∈ C), яка
задовольняє умову

k (x) = k

(
−1 + i

√
3

2
x

)
= k

(
−1− i

√
3

2
x

)
(2)

допускає зображення

k(x) =

0∫

−∞

[
1
3

e−
3
√
|λ|x+

2
3

e
3√|λ|
2 x cos

√
3

2
3
√
|λ|x

]
dρ (λ) +

+

∞∫

0

[
1
3

e
3√

λx +
2
3

e
− 3√

λx
2 cos

√
3

2
3
√

λx

]
dρ (λ) ,

(3)

де dρ(λ) — невiд’ємна, скiнченна мiра, яка визначає-
ться неоднозначно. Навпаки, функцiя вигляду (3) є
д.в. i для неї виконується умова (2).

Доведення. ¤ За функцiєю k (x) введемо квазi-
скалярний добуток у просторi L2(R1, dx) :

〈u, v〉HK
=

∫

R1

∫

R1

K (x, y) u (y) v (x) dxdy,

(
u, v ∈ C∞0

(
R1

))
.

Пiсля проведення факторизацiї й поповнення
одержимо гiльбертiв простiр Hk. За допомогою про-
сторiв H0 = L2(R1, dx) i H+ = Hk побудуємо
оснащення H− ⊇ H0 ⊇ Hk.

Нехай тепер у просторi L2(R1, dx) дiє мiнiмальний

оператор А, який вiдповiдає виразу L =
d3

dx3
. Цей

оператор допускає продовження оснащення H− ⊇
⊇ H0 ⊇ Hk ⊃ Д, у якому за Д можна взяти
простiр C∞0 (R1), належно топологiзований. Звужен-
ня А* на Д збiгається з вiдображенням u → L+u,
u ∈ C∞0

(
R1

)
, тополiзованим належно. Тодi умова ко-

мутування K(x, y) i A еквiвалентна ермiтовостi зву-
ження A∗ на Д в просторi Hk, тобто рiвностi

〈
L+u, v

〉
=

〈
u, L+v

〉 (
u, v ∈ C∞0 (R1)

)
. (4)

Оскiльки для додатно визначеного ядра (1) рiв-
нiсть (4) виконується

∂3

∂x3
K (x, y) =

∂3

∂y3
K (x, y),
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то ядро K(x, y) комутує з
d3

dx3
. Тому для ядра K(x, y)

можна використати теорему 3.5 [3, ст.657] i застосу-
вати зображення (3.20).

Для цього потрiбно знайти фундаментальну си-
стему розв’язкiв рiвняння

d3u

dx3
= λu. (5)

Для цього спочатку знайдемо загальний розв’я-
зок рiвняння (5). Оскiльки коренi характеристично-
го рiвняння K3 − λ = 0 є K1 = 3

√
λ,, якщо λ > 0

i − 3
√
|λ|, якщо λ < 0, K2,3 =

− 3
√

λ± i
√

3 3
√

λ

2
, то за-

гальний розв’язок (5), якщо λ ≥ 0, матиме вигляд

u = C1e
3√

λx + C2e
− 3√

λx
2 cos

√
3

2
3
√

λx+

+C3e
− 3√

λx
2 sin

√
3

2
3
√

λx.

Якщо λ < 0, загальний розв’язок буде такий:

u = C1e
− 3
√
|λ|x + C2e

3√|λ|
2 x cos

√
3

2
3
√
|λ|x+

+C3e
3√|λ|x

2 sin
√

3
2

3
√
|λ|x.

Тодi фундаментальна система розв’язкiв (5), яка
задовольняє умови

dk

dxk
χj (x; λ)|x=0 = δjk (j, k = 0, 1, 2)

буде

χ0 (x; λ) =





1
3

e−
3
√
|λ|x +

2
3

e
3√|λ|x

2 cos
√

3
2

3
√
|λ|x (λ < 0) ,

1
3

e
3√

λx +
2
3

e
− 3√

λx
2 cos

√
3

2
3
√

λx (λ ≥ 0) ;

χ1 (x; λ) =





1
3
e−

3
√
|λ|x − 1

3
e

3√|λ|x
2 cos

√
3

2
3
√
|λ|x +

1√
3
e

3√|λ|
2 x sin

√
3

2
3
√
|λ|x (λ < 0) ,

1
3
e

3√
λx − 1

3
e−

3√
λx

2 cos
√

3
2

3
√

λx +
1√
3
e
−√λ

2 x sin
√

3
2

3
√

λx (λ ≥ 0) ;

χ2 (x;λ) =





1
3
e−

3
√
|λ|x − 1

3
e

3√|λ|x
2 cos

√
3

2
3
√
|λ|x− 1√

3
e

3√|λ|x
2 sin

√
3

2
3
√
|λ|x (λ < 0) ,

1
3
e

3√
λx − 1

3
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√

λx− 1√
3
e
− 3√

λ
2 x sin

√
3

2
3
√

λx (λ ≥ 0) .

Зображення (3.20) iз 3.5 [3, с.657] матиме такий
вигляд:

K (x, y) =
∫

R1

χ0 (x;λ) χ0 (y, λ) dσ00 (λ)+

+
∫

R1

χ0 (x; λ)χ1 (y, λ) dσ01 (λ)+

+
∫

R1

χ0 (x; λ)χ2 (y, λ) dσ02 (λ)+

+
∫

R1

χ1 (x; λ)χ0 (y, λ) dσ10 (λ)+

+
∫

R1

χ1 (x; λ)χ1 (y, λ) dσ11 (λ)+

+
∫

R1

χ1 (x; λ)χ2 (y, λ) dσ12 (λ)+

+
∫

R1

χ2 (x; λ)χ0 (y, λ) dσ20 (λ)+

+
∫

R1

χ2 (x; λ)χ1 (y, λ) dσ21 (λ)+

+
∫

R1

χ2 (x; λ)χ2 (y, λ) dσ22 (λ) , (6)

де dσjk (λ) =
(

∂j+kΩλ

∂xj∂xk

)
(0, 0) dρ (λ) ,

Ωλ (x, y) =
2∑

j,k=0

(
∂j+kΩλ

∂xj∂xk

)
(0, 0)χj (x;λ)χk (y; λ).

Тепер зробимо деякi зауваження:

1. χ0 (x; λ) = χ0

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
=

= χ0

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
.

Дiйсно,

χ0

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)
+

+
1
3

[
e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x
)

+ e
3√

λx

]
=
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=
2
3
e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√

λx +
1
3
e

3√
λx = χ0 (x;λ) (λ ≥ 0) ;

χ0

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x
)
+

+
1
3

[
e

3√
λ + e

−1+i
√

3
2

3√
λx

]
=

=
2
3
e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√

λx +
1
3
e

3√
λx = χ0 (x;λ) (λ ≥ 0) ;

χ0

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e
− 3
√
|λ|

(
−1+i

√
3

2 x
)
+

+
1
3

[
e−

3
√
|λ|x + e

3
√
|λ|

(
1+i

√
3

2

)
x
]

=

=
1
3
e
−3
√
|λ|x +

2
3
e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√
|λ|x = χ0 (x; λ) (λ<0) ;

χ0

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e
− 3
√
|λ|

(
−−1−i

√
3

2 x
)
+

+
1
3

[
e

3
√
|λ|

(
1−i

√
3

2 x
)

+ e−
3
√
|λ|

]
=

=
1
3
e
− 3√|λ|

2 x +
2
3
e

3√|λ|
2 x cos

√
3

2
3
√

λx = χ0 (x; λ) (λ < 0) .

2. χ1

(
−1 + i

√
3

2
x;λ

)
+ χ1

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

= −χ1 (x; λ) .
Дiйсно,

χ1

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e

3√
λ

(
−−1+i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x
)

+ e
3√

λx

2


 +

+
2√
3


e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x
)
− e

3√
λx

2i


 (λ ≥ 0) ,

χ1

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e

3√
λ

(
−−1−i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e

3√
λx + e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)

2


 +

+
2√
3


e

3√
λx − e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)

2i


 (λ ≥ 0) .

Тодi

χ1

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
+ χ1

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

=
1
3
e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√

λx− 1
3
e

3√
λx−

− 2√
3
e−

3√
λ

2 x sin
√

3
2

3
√

λx = −χ1 (x;λ) (λ ≥ 0),

χ1

(
−1 + i

√
3

2
x;λ

)
=

1
3
e
− 3√|λ|

2

(
−1+i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e−

3
√
|λ|x + e

(
1
2+ i

√
3

2

)
3
√
|λ|x

2


+

+
2√
3


e−

3
√
|λ|x − e

(
1
2+ i

√
3

2

)
3
√
|λ|x

2i


 (λ < 0).

Тодi

χ1

(
−1 + i

√
3

2
x;λ

)
+ χ1

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

= −1
3
e
−3√

λx +
1
3
e

3√|λ|
2 x cos

√
3

2
3
√
|λ|x−

− 2√
3
e−

3√|λ|
2 x sin

√
3

2
3
√

λx = −χ1 (x; λ) (λ < 0).

3. χ2

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
+ χ2

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

= −χ2 (x; λ) .

Дiйсно,

χ2

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e

3√
λ

(−1−i
√

3)
2 x + e

3√
λx

2


−

− 2√
3


e

3√
λ

(−1−i
√

3)
2 x − e

3√
λx

2i


 (λ ≥ 0) ,

χ2

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e

3√
λx + e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)

2


−

− 2√
3


e

3√
λx − e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)

2i


 (λ ≥ 0) .

Тодi

χ2

(
−1 + i

√
3

2
x;λ

)
+ χ2

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

=
1
3
e

3√
λx cos

√
3

2
3
√

λx+

+
2
3
e
− 3√

λ
2 x sin

√
3

2
3
√

λx− 1
3
e

3√
λx = −χ2 (x; λ) (λ ≥ 0) ,
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χ2

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e
− 3√

λ
(
−1+i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e−

3
√
|λ|x + e

(
1
2+i

√
3

2

)
3
√
|λ|x

2


−

− 2√
3


e−

3√
λx − e

(
1
2+i

√
3

2

)
3
√
|λ|x

2i


 (λ < 0) ,

χ2

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

1
3
e
− 3
√
|λ|

(
−1−i

√
3

2 x
)
−

−1
3


e−

3
√
|λ|x + e

(
1
2+ i

√
3

2

)
3
√
|λ|x

2


−

− 2√
3


e

(
1
2−i

√
3

2

)
3
√
|λ|x − e

3
√
|λ|x

2i


 (λ < 0) .

Тодi

χ2

(
−1 + i

√
3

2
x; λ

)
+ χ2

(
−1− i

√
3

2
x; λ

)
=

=
1
3
e

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
|λ|x+

+
2
3
e

3√
λ

2 x sin
√

3
2

3
√

λx− 1
3
e−

3
√
|λ|x = −χ2 (x;λ) (λ < 0) .

Якщо в нерiвностi (6) замiнимо спочатку x на
−1 + i

√
3

2
x

(
= xe

2πi
3

)
, а потiм x на

−1− i
√

3
2

x(
= xe

4πi
3

)
i додамо отриманi рiвностi до (6), то одер-

жимо зображення

K(x, y) =
∫

R1

χ0 (x;λ) χ0 (y; λ) dσ00 (λ) . (7)

Потiм, прийнявши у (7) y = 0 i, враховуючи (2), одер-
жимо зображення (3). Останнє твердження теореми
доводимо так. Iз зображення (3) знайдемо спочатку
всi доданки ядра K(x, y) якщо λ ≥ 0, а саме:

K(x + y) =
∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ(x+y)+

+
1
3

[
e

(
− 1

2+i
√

3
2

)
3√

λ(x+y) + e

(
− 1

2−i
√

3
2

)
3√

λ(x+y)
]}

dρ (λ) ,

(8)

K

(
−1 + i

√
3

2
x +

−1− i
√

3
2

y

)
=

=
∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
− 1

2+i
√

3
2

)
x+

(
−1−i

√
3

2

)
3√

λy +

+
1
3

[
e

(
− 1

2−i
√

3
2

)
3√

λx+
3√

λy+e
3√

λx+
(
−1+i

√
3

2

)
3√

λy
]}

dρ (λ) ,

(9)

K

(
−1− i

√
3

2
x +

−1 + i
√

3
2

y

)
=

=
∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
− 1

2−i
√

3
2

)
x+

(
−1+i

√
3

2

)
3√

λy +

+
1
3

[
e

3√
λx+

(
−1+i

√
3

2

)
3√

λy+e

(
− 1

2+i
√

3
2

)
3√

λx+
3√

λy
]}

dρ (λ) ,

(10)

K

(
−1 + i

√
3

2
(x + y)

)
=

∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
− 1

2+i
√

3
2

)
(x+y) +

+
1
3

[
e
−1−i

√
3

2
3√

λx+
(
−1−i

√
3

2

)
3√

λy + e
3√

λx+
3√

λy

]}
dρ (λ) ,

(11)

K

(
−1− i

√
3

2
(x + y)

)
=

∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
− 1

2−i
√

3
2

)
(x+y) +

+
1
3

[
e

3√
λx+

3√
λy + e

(
−1+i

√
3

2

)
3√

λx+
(
−1+i

√
3

2

)
3√

λy
]}

dρ (λ) ,

(12)

K

(
−1 + i

√
3

2
x + y

)
=

∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)
+

3√
λy +

+
1
3

[
e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2

)
x+

3√
λ

(
−1+i

√
3

2

)
y+e

3√
λ

(
x+−1−i

√
3

2 y
)]}

dρ (λ) ,

(13)

K

(
−1− i

√
3

2
x + y

)
=

∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x
)
+

3√
λy +

+
1
3

[
e

3√
λ

(
x+−1+i

√
3

2 y
)

+ e
3√

λ
(
−1+i

√
3

2 x+−1−i
√

3
2 y

)]}
dρ (λ) ,

(14)

K

(
x +

−1 + i
√

3
2

y

)
=

∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
x+−1+i

√
3

2 y
)

+

+
1
3

[
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x+−1−i
√

3
2 y

)
+ e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x+y
)]}

dρ (λ) ,

(15)

K

(
x +

−1− i
√

3
2

y

)
=

∫

R1
+

{
1
3
e

3√
λ

(
x+−1−i

√
3

2 y
)

+

+
1
3

[
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x+y
)

+ e
3√

λ
(
−1−i

√
3

2 x+−1+i
√

3
2 y

)]}
dρ (λ) .

(16)
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Iз (8)–(10) випливає, що

K (x+y) + K

(
−1 + i

√
3

2
x+

−1− i
√

3
2

y

)
+

+K

(
−1− i

√
3

2
x+

−1 + i
√

3
2

y

)
=

=
∫

R1
+

{
1
3

e
3√

λ(x+y) +
2
3
e

3√
λy · e−

3√
λ

2 x cos
√

3
2

3
√

λx+

+
2
3
e

3√
λx · e−

3√
λ

2 y cos
√

3
2

3
√

λy+

+
4
3
e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√

λx · e−
3√

λ
2 y cos

√
3

2
3
√

λy

}
dρ (λ) .

(17)

Iз (11), (12) випливає, що

K

(
−1 + i

√
3

2
(x + y)

)
+ K

(
−1− i

√
3

2
(x + y)

)
=

=
∫

R1
+

{
2
3
e

3√
λ(x+y) +

2
3
e

(
−1−i

√
3

2

)
3√

λx+
(
−1−i

√
3

2

)
3√

λy+

+
2
3
e

(−1+i
√

3)
2

3√
λx+

(−1+i
√

3)
2

3√
λy

}
dρ (λ) .

(18)

Iз (13), (14) випливає, що

K

(
−1 + i

√
3

2
x + y

)
+ K

(
−1− i

√
3

2
x + y

)
=

=
∫

R1
+

{
2
3
e

3√
λx · e−

3√√
λ

2 y cos
√

3
2

3
√

λy+

+
2
3
e−

3√
λ

2 x · cos
√

3
2

3
√

λxe
3√

λ
2 y+

+
1
3
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x
)
+

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 y
)}

dρ (λ) .

(19)

Iз (15), (16) зрозумiло, що

K

(
x +

−1 + i
√

3
2

y

)
+ K

(
x +

−1− i
√

3
2

y

)
=

=
∫

R1
+

{
2
3
e

3√
λx · e−

3√
λ

2 y cos
√

3
2

3
√

λy +

+
2
3
e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√

λx · e 3√
λy+

+
1
3
e

3√
λ

(
−1+i

√
3

2 x+−1−i
√

3
2 y

)
+

+
1
3
e

3√
λ

(
−1−i

√
3

2 x+−1+i
√

3
2 y

)}
dρ (λ) .

(20)

Додавши (17)–(20), одержимо

K (x + y) + K

(
−1 + i

√
3

2
x +

−1− i
√

3
2

y

)
+

+K

(
−1− i

√
3

2
x +

−1 + i
√

3
2

y

)
+

+K

(
−1 + i

√
3

2
(x + y)

)
+ K

(
−1− i

√
3

2
x + y

)
+

+K

(
−1 + i

√
3

2
x + y

)
+ K

(
−1− i

√
3

2
x + y

)
+

+K

(
x +

−1 + i
√

3
2

y

)
+ K

(
x +

−1− i
√

3
2

y

)
=

=
∫

R1
+

{4 e
− 3√

λ
2 x cos

√
3

2
3
√

λx · e−
3√

λ
2 y cos

√
3

2
3
√

λy+

+ 2e
3√

λx · e−
3√

λ.
2 y cos

√
3

2
3
√

λy+

+ 2e
.− 3√

λ
2 x · cos

√
3

2
3
√

λx · e
3√

λ.
2 y + e

3√
λ(x+y)

}
dρ (λ) .

(21)

Iз (21) випливає, що

K (x, y) =
∫

R1
+

(
1
3
e

3√
λx +

2
3
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√

λx

)
×

×
(

1
3
e

3√
λy +

2
3
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√

λy

)
dρ (λ) (λ ≥ 0) .

(22)

Ядро K (x, y) для (λ < 0) обчислюється аналогiчно.
У результатi одержимо

K (x, y) =
∫

R1
−

(
1
3
e−

3
√
|λ|x +

2
3
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
|λ|x

)
×

×
(

1
3
e−

3√
λy +

2
3
e

3√|λ|y
2 cos

√
3

2
3
√
|λ|y

)
dρ (λ) (λ < 0) .

(23)

За допомогою (22), (23) перевiряємо умову (1).
Умови (2) випливають iз зображення (3).

Теорему доведено. ¥

Висновки

Доведено теорему iнтегрального зображення
додатно визначених функцiй однiєї змiнної, пов’яза-

них з оператором
d3

dx3
. У [3] розглядались додатно

визначенi функцiї однiєї змiнної, пов’язанi з операто-

рами
dr

dxr
(r = 1, 2).
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