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Запропонованi iтерацiйнi алгоритми для апроксимацiї коренiв полiномiв у банахових ал-
гебрах, якi мають лiнiйну збiжнiсть, i побудованi вiдповiднi аналоги гiллястих дробiв. На
їх основi для полiномiв з числовими коефiцiєнтами запропонованi iтерацiйнi алгоритми з
квадратичною збiжнiстю, якi не асоцiюються з ньютонiвськими методами.
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1. Застосувати ланцюговi дроби для наближено-
го розв’язання скалярних рiвнянь запропонував 1956
року Ф.Б. Гiльдебранд [1, с. 411, 412] (див. також
[2, стор. 239]). Очевидною є актуальнiсть вивчен-
ня можливостей використовувати задля цього гiл-
лястi дроби В.Я. Скоробогатька (див. [3, 4], а та-
кож [5]), якi узагальнюють поняття ланцюгових дро-
бiв. Запропонований в [6] iтерацiйний алгоритм для
наближеної факторизацiї полiномiв з коефiцiєнтами
iз банахової алгебри з одиницею є водночас спосо-
бом побудови аналогiв гiллястих дробiв, компонен-
тами яких є елементи банахової алгебри. Встановле-
нi в [6] оцiнки забезпечують лiнiйну збiжнiсть цього
процесу. У частковому випадку отримуються умови
iснування коренiв степеня m ≥ 2 з елементiв банахо-
вої алгебри. При m = 2 матимемо, зокрема, резуль-
тат, який за формулюванням i за способом обґрунту-
вання вiдрiзняється як вiд теореми Вiссера (див. [7],
а також [8, с. 228–231]) про iснування квадратного
кореня з лiнiйного додатного оператора у гiльберто-
вому просторi, так i вiд теореми У. Рудiна [9, с. 275],
якою встановленi достатнi умови iснування кореня
m-го степеня (m ≥ 2) з елемента банахової алгебри.
Зазначимо, що У. Рудiн не пропонує конструктивно-
го способу вiдшукання цього кореня. Згаданий алго-
ритм iз [6] є новим також i як спосiб побудови гiлля-
стих дробiв у числових полях.

У цiй замiтцi запропонованi способи побудови по-
слiдовних наближень i гiллястих дробiв для коренiв
полiномiв у числових полях i банахових алгебрах.
Один iз цих способiв у застосуваннi до рiвняння

f(x) = θ, (1)

у якому f(x) є полiномом вигляду

f(x) = xm +
m−1∑

i=0

aix
i, (2)

використовує структуру iтерацiйних формул iз [6].

Якщо коефiцiєнти ai полiнома f(x) належать до
банахової алгебри Е з одиницею I (θ – нульовий еле-
мент в Е ), то для запропонованих алгоритмiв отри-
маємо результати, котрi охоплюють результати iз [6].
Їх можна адаптувати i до ситуацiї, коли полiном f(x)
має вигляд

f(x) = xm +
m−1∑

i=0

xiai. (3)

Крiм аналогiв побудованих i дослiджених у [6] ал-
горитмiв, пропонуємо iтерацiйний алгоритм, струк-
тура якого використовує як основу структуру алго-
ритму iз [6], але принципово вiдрiзняється вiд нього
iтерацiйними формулами, що мають, зокрема, “гур-
товий” характер. Це означає, що структура алгорит-
му дає змогу скористатися ним тiльки за одночасно-
го iтерування всiх коренiв полiнома f(x). Алгоритм
має квадратичну швидкiсть збiжностi, якщо f(x) є
полiномом у числовому полi. Однак його не вдається
пристосувати для полiномiв f(x) iз коефiцiєнтами з
банахової алгебри навiть для випадку m = 2.

2. Запропонований в [6] пiдхiд використаємо для
побудови та дослiдження збiжностi iтерацiйних алго-
ритмiв, обмежуючись ситуацiєю, коли f(x) є полiно-
мом з комплексними коефiцiєнтами.

Задамо попарно числа αi таким способом, що

m∑

i=1

αi =
m∑

i=1

βi = −am−1, (4)

де βi є коренями полiнома f(x), якi задля спрощення
викладення вважаємо простими. Позначимо

ϕ(x) =
m∏

j=1

(x− αi), (5)

ϕi(x) =
ϕ(x)

(x− αi)
=

m∏

j=1,j 6=i

(x− αi) (i = 1, m). (6)
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Будемо вважати, що жодне з чисел αi не тотожне з
жодним iз чисел βi. Подамо рiвняння (1) у виглядi

x = x− f(x)
ϕi(x)

(i = 1,m). (7)

Це можна записати також у виглядi

x = αi +
∑

j=1,m;j 6=i

kij

x− αj
(i = 1, m), (8)

де

kij = − f(αj)
ϕ′j(αj)

, (9)

ϕ′i(αj) =
∏

l=1,m;l 6=i,j

(αj − αl). (10)

Лема 1. Нехай полiном f(x) має тiльки простi
коренi βi, а числа αi є попарно рiзними i не тотож-
нi з жодним з коренiв βi. Тодi рiвняння (1) рiвно-
сильне з кожним з рiвнянь (7) та з кожним з рiв-
нянь (8).

¤ Доведення. Очевидною є еквiвалентнiсть
рiвняння (1) з рiвностями (7) при x 6= αi. Оскiльки
рiвняння (8) отримуються з рiвностей (7) шляхом ви-

окремлення цiлої частини дробу
f(x)
ϕ(x)

i розкладання

остачi на елементарнi дроби, то потрiбне твердження
можна вважати обґрунтованим.

Зафiксуємо значення iндексу i й побудуємо послi-
довнiсть наближень до кореня βi за допомогою фор-
мули

x
(n+1)
i = αi +

∑

j=1,m;j 6=i

kij

x
(n)
i − αj

, (11)

прийнявши
x

(0)
i = αi. (12)

Замiсть формули (11) можна користуватися форму-
лою

x
(n+1)
i = x

(n)
i − f(x(n)

i )

ϕi(x
(n)
i )

, (13)

рiвносильнiсть якої з (11) перевiряють тривiально.
Нехай для qi ≥ |Qi(x)| маємо

Qi(x) =
∑

j=1,m;j 6=i

f(αi)
(βi − αj)(x− αj)ϕ′i(αj)

. (14)

Маючи на увазi спiввiдношення

f(x) =
∏

j=1,m

(x− βi), (15)

вираз для Qi(x) можна переписати у виглядi

Qi(x) = −
∑

j=1,m;j 6=i

∏
l=1,m;l 6=j

(αj − βl)

(x− αj)
∏

l=1,m;j,l 6=i

(αj − αl)
.

¥

Теорема 1. Нехай справджуються зазначенi
припущення, тобто коренi полiнома f(x) мають
одиничну кратнiсть i заданi попарно рiзнi комплекс-
нi числа αi, жодне з яких не тотожне з жодним з
коренiв βi, причому мають мiсце рiвностi (4). Якщо
для зафiксованого значення iндексу i маємо

qi < 1, (16)

то послiдовнiсть
{

x
(n)
i

}
збiгається до кореня βi не

повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi знаменни-
ком qi.

¤ Доведення. Спiввiдношення (8) – (11) пiсля
очевидних процедур призводять до рiвностi

x
(n+1)
i − βi = Qi(x

(n)
i )(x(n)

i − βi), (17)

яка є пiдставою для того, щоб вважати теорему до-
веденою. ¥

3. Якщо x
(0)
i вибрати за формулою (12), то при

фiксованому значеннi iндексу i реалiзацiю iтерацiй-
ного процесу (11) можна розглядати як спосiб по-
будови гiллястого дробу В.Я. Скоробогатька, яким
апроксимуємо корiнь βi полiнома f(x). Отримується
гiллястий дрiб з (m−1) розгалуженнями на кожному
його поверсi. Цей дрiб має рацiональнi компоненти i
є перiодичним з одиничним перiодом. Збiжнiсть гiл-
лястого дробу до кореня βi випливає з теореми 1.

4. Теорему 1 можна використати для отримання
iнших докладнiших оцiнок збiжностi процесу. Вико-
ристовуючи формули (13), запишемо

x
(n+1)
i − βi = x

(n)
i − βi − f(x(n)

i )

ϕi(x
(n)
i )

. (18)

Звiдси, маючи на увазi формули (6), знаходимо

x
(n+1)
i − βi = x

(n)
i − βi −

∏
j=1,m

(x(n)
i − βj)

∏
j=1,m;j 6=i

(x(n)
i − αj)

,

тобто,

x
(n+1)
i − βi = (x(n)

i − βi)


1−

∏
j=1,m;j 6=i

(x(n)
i − βj)

∏
j=1,m;j 6=i

(x(n)
i − αj)


 .

Отже, можна записати

Qi(x
(n)
i ) = 1− ∏

j=1,m;j 6=i

x
(n)
i − βj

x
(n)
i − αj

=

= 1− ∏
j=1,m;j 6=i

(
1 +

αj − βj

x
(n)
i − αj

)
.

(19)

Нехай числа αi при j = 1, m фiгурують як почат-
ковi наближення до коренiв βi вiдповiдно. Припус-
тимо, що

|αj − βj | ≤ ε (j = 1, m), (20)

|x(n)
i − αj | ≥ h(m− 1) (i 6= j; i, j = 1, m). (21)
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У цьому випадку, враховуючи (15), (16), (19), можна
одержати оцiнку

q < e
ε
h . (22)

Очевидно, що оцiнка (22) тим бiльше є завищеною,
чим меншим є степiнь m полiнома f(x). Наприклад,
для m = 2 формули (19) матимуть вигляд

Q1(x1) = 1−
(

1 +
α2 − β2

x1 − α2

)
=

α2 − β2

x1 − α2
,

Q2(x2) = 1−
(

1 +
α1 − β1

x2 − α1

)
=

α1 − β1

x2 − α1
.

(23)

Маючи на увазi (20), (21), замiсть оцiнки (22) можна
отримати менш грубi оцiнки, якi мають простий виг-
ляд для невисоких значень m. Однак зi збiльшенням
m цi оцiнки надто громiздкi. Якщо m = 2, замiсть
оцiнки (22) iз спiввiдношень (23) можна отримати

q ≤ ε

h
. (24)

Для m = 3 формули (19) записуються в виглядi

Q1(x1) = 1−
(

1 +
α2 − β2

x1 − α2

)(
1 +

α3 − β3

x1 − α3

)
,

Q2(x2) = 1−
(

1 +
α1 − β1

x2 − α1

)(
1 +

α3 − β3

x2 − α3

)
,

Q3(x3) = 1−
(

1 +
α1 − β1

x3 − α1

)(
1 +

α2 − β2

x3 − α2

)
.

(25)

Звiдси замiсть оцiнки (22) одержимо також оцiнку

q ≤ ε

h

(
1 +

ε

4

)
. (26)

5. Проiлюструємо на прикладах застосування ал-
горитму (11), (12). Докладнiсть промiжних обчис-
лень i докладнiсть їх записування зумовлена, зокре-
ма, доцiльнiстю порiвняння структури iтерацiйних
формул (11), (12) i подробиць реалiзацiї вiдповiдних
обчислювальних процедур зi структурою запропоно-
ваних нижче iтерацiйних формул з квадратичною
швидкiстю збiжностi i специфiкою їх обчислюваль-
ної реалiзацiї.

Приклад 1. Нехай f(x) = (x− 1)(x− 5). Маю-
чи на увазi, що β1 = 1, β2 = 5, приймемо α1 = 0, 5,
α2 = 5, 5 i зазначимо, що умови (4) дотримано. Мож-
на прийняти ε = 0, 5, h = 4, 5. Оцiнка (24) має вигляд

q ≤ 0, 5
4, 5

=
1
9
, а формули (11) – вигляд

x
(n+1)
1 = α1 − f(α2)

x
(n)
1 − α2

, x
(n+1)
2 = α2 − f(α1)

x
(n)
2 − α1

.

Обчислюємо

x
(1)
1 = 0, 95;x(1)

2 = 5, 05; x(2)
1 = 0, 9945054;

x
(2)
2 = 5, 0054946;x(3)

1 = 0, 9993902; x(3)
2 = 5, 0006098.

Наведенi обчислення пiдтверджують практичну
збiжнiсть послiдовностей

{
x

(n)
1

}
,

{
x

(n)
2

}
до коренiв

β1, β2 вiдповiдно. Ця збiжнiсть не повiльнiша вiд
збiжностi геометричної прогресiї зi знаменником q =
1
9
, яку гарантує нерiвнiсть (24). Кожна з цих послi-

довностей генерує нескiнченний з одиничним перiо-
дом ланцюговий дрiб з рацiональними компонента-
ми. Отже, для коренiв β1, β2 цього полiнома матиме-
мо

β1 = 0, 5− 2, 25

0, 5− 5, 5− 2, 25
0, 5− 5, 5− ...

,

β2 = 5, 5− 2, 25

5, 5− 0, 5− 2, 25
5, 5− 0, 5− ...

.

Безпосереднiми пiдрахунками можна пiдтвердити,
що пiдхiднi дроби цих ланцюгових дробiв тотожнi з
вiдповiдними iтерацiями.

Приклад 2. Для полiнома f(x) = (x − 2)(x −
4)(x − −10) приймемо α1 = 1, 5, α2 = 5, α3 =

16 − α1 − α2 = 9, 5, h =
5− 1, 5

2
, ε = 1, q =

5
7
.

Очевидно, що рiвнiсть (4) справджується. Послiдовнi
наближення x

(n)
1 , x

(n)
2 , x

(n)
3 , до коренiв β1 = 2, β2 = 4,

β3 = 10 вiдповiдно обчислюватимемо за формулами
(11), маючи на увазi, що f(α1) = f(1, 5) = −10, 625;
f(α2) = f(5) = −15; f(α3) = f(9, 5) = 20, 625;

ϕ1(x) = (x− α2)(x− α3) = (x− 5)(x− 9, 5);

ϕ2(x) = (x− α1)(x− α3) = (x− 1, 5)(x− 9, 5);

ϕ3(x) = (x− α1)(x− α2) = (x− 1, 5)(x− 5);

ϕ′1(α2) = −4, 5; ϕ′1(α3) = 4, 5;

ϕ′2(α1) = −8; ϕ′2(α3) = 8;

ϕ′3(α1) = −3, 5; ϕ′3(α2) = 3, 5.

Iтерацiйнi формули мають вигляд

x
(n+1)
1 = α1 −

f(α2)(
x

(n)
1 − α2

)
(α2 − α3)

−

− f(α3)(
x

(n)
1 − α3

)
(α3 − α2)

,

x
(n+1)
2 = α2 −

f(α1)(
x

(n)
2 − α1

)
(α1 − α3)

−

− f(α3)(
x

(n)
2 − α3

)
(α3 − α1)

,

x
(n+1)
3 = α3 −

f(α1)(
x

(n)
3 − α1

)
(α1 − α2)

−

− f(α2)(
x

(n)
3 − α2

)
(α2 − α1)

.
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Отже,

x
(n+1)
1 = 1, 5− −15(

x
(n)
1 − 5

)
(−4, 5)

− 20, 625(
x

(n)
1 − 9, 5

)
4, 5

,

x
(n+1)
2 = 5− −10, 625(

x
(n)
1 − 1, 5

)
(−8)

− −20, 625(
x

(n)
1 − 9, 5

)
8
,

x
(n+1)
3 = 9, 5− −10, 625(

x
(n)
1 − 1, 5

)
(−3, 5)

− −15(
x

(n)
1 − 5

)
3, 5

.

Для коренiв β1 = 2, β2 = 4, β3 = 10 матимемо такi
гiллястi дроби:

β1 = 1, 5−
− 15
−4, 5

−5+1,5−

− 15
−4, 5

−5 + 1, 5− ...
−

− 20, 625
4, 5

−9, 5 + 1, 5− ...

−

−
− 20, 625

4, 5

−9, 5 + 1, 5−
− 15
−4, 5

−5 + 1, 5− ...
−

− 20, 625
4, 5

−9, 5 + 1, 5− ...

,

β2 = 5−
− 10, 625
−8

−1,5+5

− 10, 625
−8

−1, 5 + 5− ...
−

− 20, 625
4, 5

−9, 5 + 5− ...

−

−
− 20, 625

4, 5

−9, 5 + 5−
− 10, 625
−8

−1, 5 + 5− ...
−

− 15
3, 5

−9, 5 + 5− ...

,

β3 = 9, 5−
− 10, 625
−8

−1,5+9,5

− 10, 625
−8

−1, 5 + 9, 5− ...
−

− 15
3, 5

−5 + 9, 5− ...

−

−
− 15
3, 5

−5 + 9, 5−
− 10, 625
−8

−1, 5 + 9, 5− ...
−

− 15
3, 5

−5 + 9, 5− ...

.

Наведемо результати обчислення перших трьох iте-
рацiй. Маємо

x
(1)
1 = 1, 8794693;x(1)

2 = 4, 0476191; x(1)
3 = 10, 072916;

x
(2)
1 = 1, 9667489;x(2)

2 = 4, 0058361; x(2)
3 = 9, 990722;

x
(3)
1 = 1, 9905253;x(3)

2 = 4, 0007394; x(3)
3 = 10, 001203.

Можливе погiршення результатiв обчислень зi
збiльшенням iтерацiйного номера n. Пiд час реалi-
зацiї iтерацiйного процесу (11) за прийнятного вибо-
ру α1, α2, α3 i гарантованої теоретичної збiжностi

iтерацiй зi швидкiстю геометричної прогресiї зi зна-

менником q =
ε

h

(
1 +

ε

4

)
=

5
7
, похибки заокруглень

можуть призводити до обчислювальної нестiйкостi
iтерацiй. Одним iз можливих способiв уникнути пе-
ретворення теоретично збiжного процесу (11) в пра-
ктично збiжний можна вважати використання рiвно-
стi (4) на кожному iтерацiйному кроцi. Вимагатиме-
мо, щоб рiвнiсть (4) справджувалася при α1 = x

(n)
1 ,

α2 = x
(n)
2 , α3 = x

(n)
3 . Тобто, при кожному n або бодай

для тих n, коли “надто грубо” порушується рiвнiсть

x
(n)
1 + x

(n)
2 + ... + x(n)

m = −am−1 (m = 3) (27)

отриманi iтерацiї змiнюватимемо, взагалi кажучи,
довiльним способом (“у межах доцiльностi”) задля
дотримання рiвностi (27). Схожа ситуацiя може
траплятися й пiд час застосування iнших iтерацiй-
них методiв. Це стосується, зокрема, до поширених
у багатьох прикладних науках методiв декомпозицiї,
що використовують агрегацiйно-iтеративнi принци-
пи, дослiдженi, наприклад, у [11] (див [11, Роздiл
XIII]). Одним з оправдань одночасного обчислення
iтерацiй (11) до всiх коренiв полiнома f(x) у прикла-
дi 2 є доцiльнiсть використань спiввiдношень (27) для
забезпечення практичної збiжностi цих iтерацiй.

За суттю, це означає, що у цьому прикладi мож-
ливiсть полiпшити ситуацiю щодо збiжностi iтера-
цiйного процесу (11) грунтується на виборi x(0) =
{α1, α2, α3} таким способом, щоб числа α1, α2, α3 бу-
ли “достатньо” близькими до коренiв β1 = 2, β2 =
4, β3 = 10. Тому замiсть того, щоб пiдправляти iте-
рацiї x(3) =

{
x

(3)
1 , x

(3)
2 , x

(3)
3

}
можна скористатися з

довiльно вибраних значень α1, α2, α3, якi задовольня-
ють рiвнiсть (4) i вiдрiзняються вiд вибраних ранiше
у цьому прикладi тим, що “краще” наближаються до
коренiв β1 = 2, β2 = 4, β3 = 10. Очевидно, що мож-
на прийняти α1 = 1, 8; α2 = 4, 5;α3 = 9, 7, а також

ε = 0, 5; h =
9
4
; q =

1
4
. У такому разi матимемо

x
(1)
1 = 1, 9691514;x(1)

2 = 4, 0103277; x(1)
3 = 10, 020521;

x
(2)
1 = 1, 9948661;x(2)

2 = 4, 0007146; x(2)
3 = 9, 998686;

x
(3)
1 = 1, 9991353;x(3)

2 = 4, 0000308; x(3)
3 = 10, 000084.

При цьому x
(3)
1 +x

(3)
2 +x

(3)
3 = 15, 999250. Обидвi ситуа-

цiї у цьому прикладi у першому випадку при q =
5
7
,

а у другому – при q =
1
4
пiдтверджується доцiль-

нiсть використовувати рiвнiсть (27) як контрольну
при “гуртовому” застосуваннi алгоритму (11), водно-
час iтеруючи всi коренi полiнома.

Приклад 3. Застосуємо алгоритм (11), (12) до
полiнома з комплексними коренями f(x) = (x2 + 1)
(x2 + 4) = (x + i)(x − i)(x + 2i)(x − 2i). Позначимо
β1 = −i, β2 = i, β3 = −2i, β4 = 2i. Приймемо вiдпо-
вiдно α1 = −0, 9i, α2 = 0, 9i, α3 = −2, 1i, α4 = 2, 1i.
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Обчислимо f(α1) = 0, 6061; f(α2) = 0, 6061; f(α3) =
1, 3981; f(α4) = 1, 3981;

ϕ1(x) = (x−α2)(x−α3)(x−α4) = (x−0, 9i)(x2+4, 41);

ϕ2(x) = (x−α1)(x−α3)(x−α4) = (x+0, 9i)(x2+4, 41);

ϕ3(x) = (x−α1)(x−α2)(x−α4) = (x2+0, 81)(x−2, 1i);

ϕ4(x) = (x−α1)(x−α2)(x−α3) = (x2+0.81)(x2+2, 1i).

ϕ′1(α2) = (α2 − α3)(α2 − α4) = 3, 6;
ϕ′1(α3) = (α3 − α2)(α3 − α4) = −12, 6;

ϕ′1(α4) = (α4 − α2)(α4 − α3) = −8, 82;
ϕ′2(α1) = (α1 − α3)(α1 − α4) = 3, 6;

ϕ′2(α3) = (α3 − α1)(α3 − α4) = −8, 82;
ϕ′2(α4) = (α4 − α1)(α4 − α3) = −12, 6;

ϕ′3(α1) = (α1 − α2)(α1 − α4) = −5, 4;
ϕ′3(α2) = (α2 − α1)(α2 − α4) = 2, 16;

ϕ′3(α4) = (α4 − α1)(α4 − α2) = −3, 6;
ϕ′4(α1) = (α1 − α2)(α1 − α3) = 2, 16;

ϕ′4(α2) = (α2 − α1)(α2 − α3) = −5, 4;
ϕ′4(α3) = (α3 − α1)(α3 − α2) = −3, 6.

Отримуємо такi значення для перших двох iтерацiй:

x
(1)
1 = −0, 9935339i;x(1)

2 = 0, 9935339i;
x

(1)
3 = −2, 0075331i;x(1)

4 = 2, 0075331i;

x
(2)
1 = −0, 9995256i;x(2)

2 = 0, 9995256i;
x

(2)
3 = −2, 0006170i;x(2)

4 = 2, 0006170i.

6. Реалiзацiя описаного алгоритму, поданого як
у виглядi (11), так i у виглядi (13) з початковим
наближенням (12), взагалi кажучи, формально не по-
требує обчислення iтерацiй x

(n)
i водночас для всiх

i = 1,m, забезпечуючи лiнiйний характер збiжнос-
тi iндивiдуально кожної з послiдовностей

{
x

(n)
i

}
до

вiдповiдного кореня βi полiнома f(x). Однак, як за-
свiдчує приклад 2, може бути доцiльним використо-
вувати iтерацiї (11) гуртом для всiх коренiв полiнома
f(x). Використання гуртового характеру iтерацiйно-
го процесу дає змогу скористати з iдеї корегування
iтерацiй з використанням спiввiдношень (27).

Пропонуємо iнший iтерацiйний алгоритм для
апроксимацiї коренiв βi полiнома f(x), для побудо-
ви якого використаємо видозмiну iтерацiйних фор-
мул (11) та (13). Формули (5), (6) замiнимо форму-
лами

ϕ(n)(x) =
∏

j=1,m

(x− β
(n)
j ), (28)

ϕ
(n)
i (x) =

ϕ(n)(x)

(x− β
(n)
i )

=
∏

j=1,m;j 6=i

(x− β
(n)
j ), (29)

будуючи послiдовностi {β(n)
j } (i = 1,m) за допомо-

гою формул

β
(n+1)
i = β

(n)
i − f(β(n)

i )

ϕ
(n)
i (β(n)

i )
(i = 1,m) (30)

та приймаючи

β
(0)
i = αi (i = 1, m) (31)

i припускаючи, що справджується умова (4). Нехай,
як i ранiше, полiном f(x) має простi коренi βi, тобто,

f(x) =
∏

j=1,m

(x− βj).

Формули (30) подамо у виглядi

β
(n+1)
i = β

(n)
i −

∏
j=1,m

(β(n)
i − βj)

∏
j=1,m;j 6=i

(β(n)
i − β

(n)
j )

, (32)

тобто,

β
(n+1)
i = β

(n)
i −(β(n)

i −βi)
∏

j=1,m;j 6=i

(β(n)
i − βj)

(β(n)
i − β

(n)
j )

. (33)

Вiднiмемо βi вiд обидвох частин рiвностi (33) i запи-
шемо

β
(n+1)
i − βi =

= (β(n)
i − βi)(1−

∏
j=1,m;j 6=i

(β(n)
i − β

(n)
j + β

(n)
j − βj)

(β(n)
i − β

(n)
j )

).

Отже,

β
(n+1)
i − βi = (β(n)

i − βi)(1−

− ∏
j=1,m;j 6=i

(1 +
β

(n)
j − βj

β
(n)
i − β

(n)
j

)) (i = 1, m).
(34)

Рiвностi (34) використаємо для оцiнки збiжностi iте-
рацiйного процесу (30), (31). Маємо на увазi, що
на кожному кроцi цього процесу знаходимо β

(n+1)
1 ,

β
(n+1)
2 , . . . , β

(n+1)
m , тобто, спiввiдношення (30) i (31)

розглядаємо як систему рiвностей для i = 1, m.
Позначимо

εn = max
j=1,m

∣∣∣β(n)
j − βj

∣∣∣ (35)

для кожного окремого натурального n. Припустимо
також, що

∣∣∣β(n)
i − βj

∣∣∣ ≥ h (i, j = 1, m; i 6= j). (36)

За цiєї ситуацiї з (34) випливають оцiнки
∣∣∣β(n+1)

i − βi

∣∣∣ ≤ εn[(1 +
εn

h
)m−1 − 1] (i = 1, m). (37)

Отже,

εn+1 ≤ εnM, M > (1 +
εn

h
)m−1 − 1. (38)

Можна прийняти також, що

M ≥ e
m−1

h − 1. (39)
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Оцiнка (39) є тим грубшою, чим нижчим є сте-
пiнь m полiнома f(x). Очевидно, що з (37) випливає
також оцiнка

∣∣∣β(n+1)
i − βi

∣∣∣ ≤ ε2
nM0 (i = 1,m), (40)

у якiй число M0 можна очевидним способом оцiнити
зверху. Оцiнка (40) характеризує квадратичну швид-
кiсть збiжностi кожної з послiдовностей

{
β

(n)
i

}
до

вiдповiдного кореня βi полiнома f(x). Оформимо у
виглядi окремого твердження отриманий результат.

Теорема 2. Якщо M < 1, де M означено за до-
помогою спiввiдношень (35) – (38), то iтерацiйний
процес (31),(32) при кожному i = 1,m збiгається
вiдповiдно до коренiв βi полiнома (2). При цьому ма-
ють мiсце оцiнки (38) i (39), а також оцiнки (40),
якi характеризують квадратичну швидкiсть збiж-
ностi кожної з послiдовностей

{
β

(n)
i

}
( i = 1, m).

7. При m = 2 рiвностi (34) мають вигляд

β
(n+1)
1 − β1 = (β(n)

1 − β1)(β
(n)
2 − β2)

1

β
(n)
2 − β

(n)
1

,

β
(n+1)
2 − β2 = (β(n)

1 − β1)(β
(n)
2 − β2)

1

β
(n)
1 − β

(n)
2

.

Позначивши
∣∣∣β(n)

2 − β
(n)
1

∣∣∣ = hn i припустивши, що
hn ≥ h, матимемо очевиднi оцiнки

∣∣∣β(n+1)
1 − β1

∣∣∣ ≤ ε2
n

1
h

;
∣∣∣β(n+1)

2 − β2

∣∣∣ ≤ ε2
n

1
h

.

Для m = 3 рiвностi (34) запишемо у виглядi

β
(n+1)
1 − β1 = (β(n)

1 − β1)(1− (1+

+
β

(n)
2 − β2

β
(n)
1 − β

(n)
2

)(1 +
β

(n)
3 − β3

β
(n)
1 − β

(n)
3

)),

β
(n+1)
2 − β2 = (β(n)

2 − β2)(1− (1+

+
β

(n)
1 − β1

β
(n)
2 − β

(n)
1

)(1 +
β

(n)
3 − β3

β
(n)
2 − β

(n)
3

)),

β
(n+1)
3 − β3 = (β(n)

3 − β3)(1− (1+

+
β

(n)
1 − β1

β
(n)
3 − β

(n)
1

)(1 +
β

(n)
2 − β2

β
(n)
3 − β

(n)
2

)).

Звiдси, очевидно, що матимемо оцiнку, яка характе-
ризує квадратичну швидкiсть збiжностi при m = 3:

εn+1 ≤ ε2
n

1
h

(2 +
ε

h
).

Аналогiчно для m = 4 матимемо

εn+1 ≤ ε2
n

1
h

(3 + 3
ε

h
+

ε2

h2
).

Подiбним способом можна отримати вiдповiднi
оцiнки для m > 4, засвiдчуючи надлiнiйну швидкiсть
збiжностi iтерацiйного алгоритму (22), (31), якщо на

кожному кроцi процесу реалiзувати алгоритм водно-
час для всiх i = 1, m. Наведена оцiнка для εn+1 при
m = 2 та m = 3, 4 iлюструє наростання її громiздкос-
тi у разi збiльшення m.

8. Практичну ефективнiсть алгоритму (30), (31)
порiвняно з алгоритмом (12), (13) проiлюструємо, зi-
ставляючи результати обчислень з отриманими чи-
словими результатами у прикладах 1 – 3.

Приклад 4. Для полiнома f(x) = x2 − 6x + 5 =
= (x − 1)(x − 5) з прикладу 1, для якого приймемо
β

(0)
1 = α1 = 0.5, β

(0)
2 = α2 = 5.5, можна вважати, що

ε0 = 0.5; h = 4.5. Обчислимо за формулами (30):

β
(1)
1 = β

(0)
1 − (β(0)

1 )2 − 6β
(0)
1 + 5

β
(0)
1 − β

(0)
2

=

= 0.5− 5.52 − 60.5 + 5
0.5− 4.5

= 1.0625,

β
(1)
2 = β

(0)
2 − (β(0)

2 )2 − 6β
(0)
2 + 5

β
(0)
2 − β

(0)
1

=

= 4.5− 4.52 − 64.5 + 5
4.5− 0.5

= 4.9375,

β
(2)
1 = β

(1)
1 − (β(1)

1 )2 − 6β
(1)
1 + 5

β
(1)
1 − β

(1)
2

=

= 1.0625− 1.06252 − 61.0625 + 5
1.0625− 4.9375

= 0.9998992,

β
(2)
2 = β

(1)
2 − (β(1)

2 )2 − 6β
(1)
2 + 5

β
(1)
2 − β

(1)
1

=

= 4.9375− 4.93752 − 64.9375 + 5
−3.875

= 5.001008,

β
(3)
1 = β

(2)
1 − (β(2)

1 )2 − 6β
(2)
1 + 5

β
(2)
1 − β

(2)
2

=

= 0.998992− 0.9989922 − 60.998992 + 5
0.998992− 5.001008

= 0.9999997,

β
(3)
2 = β

(1)
2 − (β(2)

2 )2 − 6β
(2)
2 + 5

β
(2)
2 − β

(1)
2

=

= 0.001008− 5.0010082 − 65.001008 + 5
5.001008− 0.998992

= 5.0000003.

Результати цих обчислень пiдтверджують, що послi-
довностi

{
β

(n)
i

}
збiгаються швидше за послiдовностi{

x
(n)
i

}
, обчисленi для прикладу 1.

Приклад 5. Алгоритм (30) для полiнома f(x) =
= (x − 2)(x − 4)(x − 10) з прикладу 2 з початкови-
ми наближеннями β

(0)
1 = α1 = 1.5; β

(0)
2 = α2 = 5;

β
(0)
3 = α3 = 9.5 дає такi результати

β
(1)
1 = β

(0)
1 − f(β(0)

1 )

ϕ
(0)
2 (β(2)

0 )
=

= β
(0)
1 − (β(0)

2 − β1)(β
(0)
1 − β2)(β

(0)
3 − β3)

(β(0)
2 − β

(0)
1 )(β(0)

2 − β
(0)
3 )

=

= 5− (5− 2)5− 4)(5− 10)
(5− 1.5)(5− 9.5)

= 4.0476191;
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β
(1)
3 = β

(0)
3 − f(β(0)

3 )

ϕ
(0)
3 (β(0)

3 )
=

= β
(0)
3 − (β(0)

3 − β1)(β
(0)
3 − β2)(β

(0)
3 − β3)

(β(0)
3 − β

(0)
1 )(β(0)

3 − β
(0)
2 )

=

= 9.5− (9.5− 2)(2.5− 4)(9.5− 10)
(9.5− 1.5)(9.5− 5)

= 10.072916;

β
(2)
1 = β

(1)
1 − f(β(1)

1 )

ϕ
(1)
2 (β(1)

1 )
=

= β
(1)
1 − (β(1)

1 − β1)(β
(1)
1 − β2)(β

(1)
1 − β3)

(β(1)
1 − β

(1)
2 )(β(1)

1 − β
(1)
3 )

=

= 1.8794642− (−0.1168393) = 1.9963035;

β
(2)
2 = β

(1)
2 − f(β(1)

2 )

ϕ
(1)
2 (β(1)

2 )
=

= β
(1)
2 − (β(1)

2 − β1)(β
(1)
2 − β2)(β

(1)
2 − β3)

(β(1)
2 − β

(1)
1 )(β(1)

2 − β
(1)
3 )

=

= 4.0476191− 0.0444275 = 4.0031916;

β
(2)
3 = β

(1)
3 − f(β(1)

3 )

ϕ
(1)
3 (β(1)

3 )
=

= β
(1)
3 − (β

(1)
3 −β1)(β

(1)
3 −β2)(β

(1)
3 −β3)

(β
(1)
3 −β

(1)
1 )(β

(1)
3 −β

(1)
2 )

=

= 10.072916− 0.072411 = 10.000505;

β
(2)
1 = β

(2)
1 − f(β(2)

1 )

ϕ
(2)
1 (β(1)

1 )
=

= β
(2)
1 − (β(2)

1 − β1)(β
(2)
1 − β2)(β

(2)
1 − β3)

(β(2)
1 − β

(2)
2 )(β(2)

1 − β
(2)
3 )

=

= 1.9963035− (−0.0036901) = 1.9999936;

β
(3)
2 = β

(2)
2 − f(β(2)

2 )

ϕ
(2)
2 (β(2)

2 )
=

= β
(2)
2 − (β(2)

2 − β1)(β
(2)
2 − β2)(β

(2)
2 − β3)

(β(2)
2 − β

(2)
1 )(β(2)

2 − β
(2)
3 )

=

= 4.0031916− 0.0031854 = 4.0000062;

β
(3)
3 = β

(2)
3 − f(β(2)

3 )

ϕ
(2)
3 (β(2)

3 )
=

= β
(2)
3 − (β(2)

3 − β1)(β
(2)
3 − β2)(β

(2)
3 − β3)

(β(2)
3 − β

(2)
1 )(β(2)

3 − β
(2)
3 )

=

= 10.000505− 0.000505 = 10.000000.

9. Очевидно, що вимога щодо одиничної кратностi
коренiв βi полiнома f(x) не обмежує загальностi у по-
передньому викладi. З iншого боку, наведений нижче
приклад засвiдчує, що дослiдженi алгоритми можуть
виявитися придатними, а результати обчислень з їх
використанням можуть давати прийнятнi практич-
но числовi результати для полiнома f(x), який має
кратнi коренi.

Приклад 6. Використаємо алгоритм (13) для
уточнення коренiв полiнома f(x) = (x − 2)2(x − 1).
Позначимо β1 = 1; β2 = β3 = 2. Приймемо
α1 = 0.7;α2 = 1.8; α3 = 2.5. Очевидно, що умо-
ва (4) справджується. Отже, ϕ(x) = (x − 0.7)(x −

1.8)(x − 2.5), ϕ1(x) = (x − 1.8)(x − 2.5); ϕ2(x) =
(x − 0.7)(x − 2.5); ϕ3(x) = (x − 0.7)(x − 1.8).
Обчислення за формулами (30) дають, зокрема,
x

(1)
1 = 0.5660606; x(1)

2 = 1.8415584; x(1)
3 = 2.202381;

x
(2)
1 = 0.9928110; x(2)

2 = 1.8732606; x(2)
3 = 2.1203424;

x
(3)
1 = 0.9988054; x(3)

2 = 1.8923362; x(3)
3 = 2.0846828;

x
(4)
1 = 0.9998009; x(4)

2 = 1.9226101; x(4)
3 = 2.0649511.

Для алгоритму (33) можна використати рiвносильну
форму запису при (i = 1, m)

β
(n+1)
i = β

(n)
i −

m∑

j=1

f(β(n)
j )

(β(n)
i − β

(n)
j )

m∏
i=1

(β(n)
j − β

(n)
j

. (41)

При початковому наближеннi (12) формули (41)
можна використати як формули побудови для набли-
ження (“гуртом”) до всiх водночас коренiв β1 полiно-
ма f(x) за допомогою гiллястих дробiв В.Я. Скоро-
богатька, якi збiгаються до цих коренiв з квадратич-
ною швидкiстю збiжностi. Вiдмiтимо, що у цьому ви-
падку отриманi гiллястi дроби не є, взагалi кажучи,
перiодичними.

10. Вважатимемо, що коефiцiєнти ai полiнома
f(x) є елементами банахової алгебри E з одиницею.
Задамо, як i ранiше, попарно рiзнi комплекснi числа
αj (j = 1, m). Означимо множини Mi як сукупностi
таких елементiв x ∈ E, для яких αj = (j = 1, m; j 6=
i) не є власними числами i, отже, iснують оберне-
нi елементи (x− αiI)−1. Крiм того, припускаємо, що
елементи αiI не є розв’язками рiвняння (1), що не
порушує загальностi викладення. За цих припущень
рiвняння (1) рiвносильне з рiвнянням

x = x− f(x)ϕ−1
i (x) (x ∈ Mi) (i = 1, m), (42)

а також з рiвнянням

x = x
(0)
i +

∑

j=1,m;j 6=i

κij(x− αiI)−1 (i = 1, m). (43)

Використовуємо позначення

ϕ1(x) =
∏

j=1,m;j 6=i

κij(x− αiI)−1 (i = 1, m), (44)

κij = − 1
ϕ
′
i(αi)

f(αiI) (i, j = 1, m), (45)

де ϕ
′
i(ai) – означене за формулою (10) число, а також

позначення

x
(0)
i = −


αm+1 + I

∑

j=1,m;j 6=i

αi


 (i, j = 1, m). (46)

Iтерацiйний процес для i = 1, m реалiзуємо за фор-
мулами

x
(n+1)
i = x

(0)
i +

∑

j=1,m;j 6=i

κij(x
(n)
i − αiI)−1 (47)

з початковими наближеннями (46). Їх можна подати
за вибору x

(0)
i за формулами (46) також у виглядi

x
(n+1)
i = x

(n)
i − f(x(n)

i )ϕ−1
i (xi) (i = 1, m). (48)
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Рiвносильнiсть iтерацiйних формул (46) i (47) випли-
ває з рiвносильностi рiвняння (42) при x

(0)
i , що задо-

вольняють рiвностi (46), з рiвнянням (43) для кожно-
го фiксованого i = 1,m. У наступнiй теоремi вважа-
тимемо, що iндекс i зафiксований i для цього iндексу
розглядаємо iтерацiйний процес (46), (47). Через ‖x‖
позначимо норму елемента x ∈ E.

Теорема 3. Нехай
M̃i = {x : ||x− αi|| ≤ q < 1; x ∈ E} – куля у ба-
наховiй алгебрi E i нехай: 1) якщо x ∈ M̃i, то
‖x− αiI‖ ≥ Q > 1, при j = 1,m; j 6= i; 2) при
x, y ∈ M̃i матимемо

∥∥∥∥∥∥
∑

j=1,m;j 6=i

kij(x− αiI)−1(y − αiI)−1

∥∥∥∥∥∥
≤ hi < 1.

Тодi послiдовнiсть x
(n)
i при зафiксованому i збiга-

ється за нормою в E до єдиного в M̃i розв’язку βi

рiвняння (1) не повiльнiше вiд геометричної прогре-
сiї зi знаменником hi.

¤ Доведення. Як i при доведеннi теореми 1,
досить застосувати принцип стиску, отримавши пе-
ред цим аналог рiвностi (11) в термiнах банахової ал-
гебри E. Якщо полiном f(x) має вигляд (3), то ана-
логiчнi до наведеного результати отримуються оче-
видним способом. ¥

Отриманi результати стосуються ситуацiї, коли
алгоритм (46), (47) розглядається iндивiдуально при
фiксованому значеннi i. Цей процес можна розгляда-
ти i як “гуртовий” алгоритм, коли виконуються iте-
рацiї (47) водночас для всiх i = 1,m. У цьому ви-
падку так само, як i для iтерацiйного процесу (11) з
умовою (4) можна використовувати замiсть формул
(46) формули вигляду (27) як засiб для коригування
iтерацiйного процесу. Алгоритм (46), (47) за структу-

рою i за способом обґрунтування близький до вiдпо-
вiдного алгоритму iз [6].

Приклад 7. Розглянемо рiвняння x2 −Ax = θ,

де A =
(

2, 1000 0, 3000
0, 1000 2, 2000

)
, θ =

(
0 0
0 0

)
.

Нехай α = 2. Отже,

x0 = −A− αI =
(

2, 1000 0, 3000
0, 1000 2, 2000

)
−

−2
(

1 0
0 1

)
=

(
0, 1000 0, 3000
0, 1000 0, 2000

)
,

f(αI) =
(

2 0
0 2

)
−

−
(

2, 1000 0, 3000
0, 1000 2, 2000

) (
2 0
0 2

)
=

=
(

0, 2000 0, 6000
0, 2000 0, 4000

)
.

Одержуємо такi послiдовнi наближення:

x(1) =
( −0, 0624 −0, 1186
−0, 0023 −0, 0998

)
,

x(2) =
(

0, 0194 0, 0168
0, 0139 0, 0114

)
,

x(3) =
( −0, 0009 −0, 1186
−0, 0023 −0, 0020

)
,

x(4) =
(

0, 0036 −0, 0001
0, 0000 0, 0000

)
,

що можна вважати за прийнятну iлюстрацiю ефек-
тивностi алгоритму (46), (47).

Наведенi у цiй замiтцi дослiдження є продовжен-
ням дослiджень iз [6; 12; 13].
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ИТЕРАЦИОННЫЕ АЛГОРИТМЫ И ВЕТВЯЩИЕСЯ ДРОБИ
ДЛЯ ФАКТОРИЗАЦИИ МНОГОЧЛЕНОВ В ЧИСЛОВЫХ ПОЛЯХ

И БАНАХОВЫХ АЛГЕБРАХ

А.Ф. Обшта, Б.А. Шувар
Национальный университет “Львивська политехника”,

ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

Предложены итерационные алгоритмы аппроксимации корней многочленов в банахо-
вых алгебрах, обладающие линейной сходимостью, и построены соответствующие аналоги
ветвящихся дробей. На их основании для многочленов с числовыми коэффициентами по-
строены итерационные алгоритмы с квадратичной сходимостью, не ассоциирующиеся с
методами ньютоновского типа.
Ключевые слова: банаховы алгебры, итерационные алгоритмы, ветвящиеся дроби, линей-
ная сходимость, квадратичная сходимость.
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THE ITERATIVE ALGORITHMS AND BRANCHING FRACTIONS
FOR FACTORING POLYNOMIALS IN NUMERICAL FIELDS

AND BANACH ALGEBRAS

A.F. Obshta, B.A. Shuvar
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12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

The iterative algorithms for approximating roots of polynomials in Banach algebras, whi-
ch have linear convergence are proposed and corresponding analogues branched fractions are
constructed. On their basis for polynomials with numerical coefficients proposed iterative algori-
thm with quadratic convergence, which is not associated with Newton methods.
Key words: the Banach algebras, iterative algorithms, branching fractions, linear convergence,
quadratic convergence.
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