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Вступ

Математичне моделювання фiзичних процесiв рi-
зної природи у середовищах з iстотно рiзними фiзи-
чними характеристиками часто приводить до задач
спряження для диференцiальних рiвнянь, як звичай-
них, так i рiвнянь у частинних похiдних. До того ж
застосування процедури обезрозмiрювання до отри-
маних рiвнянь часто дає рiвняння з одним чи декiль-
кома малими параметрами. Якщо цi параметри сто-
ять при старших похiдних, то такi рiвняння назива-
ються сингулярно збуреними. Отже, очевидна акту-
альнiсть вивчення задач спряження для сингуляр-
но збурених рiвнянь. У цiй роботi вивчаються зада-
чi спряження для сингулярно збурених параболiчних
рiвнянь другого порядку, а також сингулярно збуре-
них параболiчних рiвнянь другого порядку i сингу-
лярно збурених звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку.

Сингулярно збуренi задачi спряження, дещо iншої
природи, вивчали у роботах [1–3].

I. Формулювання задач

Нехай D1 = {(x, t) : −1 < x < 0, 0 < t < T} i
D2 = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T}, 0 < T < +∞.

Розглянемо задачi:
А) Знайти розв’язок системи диференцiальних

рiвнянь

∂u

∂t
− ε2 ∂2u

∂x2
+ a(x, t)u = f(x, t) в D1,

∂ν

∂t
− ε2 ∂2ν

∂x2
+ b(x, t)ν = g(x, t) в D2

(1)

за виконання початкових умов

u(x, 0, ε) = 0, −1 < x < 0, ν(x, 0, ε) = 0, 0 < x < 1,
(2)

граничних умов

u(−1, t, ε) = 0, ν(1, t, ε) = 0, 0 < t < T (3)

та умов спряження

u(−0, t, ε) = ν(+0, t, ε),

∂u(−0, t, ε)
∂x

=
∂ν(+0, t, ε)

∂x
, 0 < t < T ;

(4)

Б) Знайти розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь

∂u

∂t
− ε2 ∂2u

∂x2
+ a(x, t)u = f(x, t) в D1,

ε2 ∂2ν

∂x2
− b(x, t)ν = g(x, t) в D2

(5)

за виконання початкової умови

u(x, 0, ε) = 0, −1 < x < 0, (6)

граничних умов

u(−1, t, ε) = 0, ν(1, t, ε) = 0, 0 < t < T (7)

та умов спряження

u(−0, t, ε) = ν(+0, t, ε),

∂u(−0, t, ε)
∂x

=
∂ν(+0, t, ε)

∂x
, 0 < t < T,

(8)

В) Знайти розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь
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∂u

∂t
− ε2 ∂2u

∂x2
+ a(x, t)u = f(x, t) в D1,

ε2 ∂2ν

∂x2
− c(x, t)

∂ν

∂x
− b(x, t)ν = g(x, t) в D2

(9)

за виконання початкової умови

u(x, 0, ε) = 0, −1 < x < 0, (10)

граничних умов

u(−1, t, ε) = 0, ν(1, t, ε) = 0, 0 < t < T (11)

та умов спряження

u(−0, t, ε) = ν(+0, t, ε),

∂u(−0, t, ε)
∂x

=
∂ν(+0, t, ε)

∂x
, 0 < t < T,

(12)

де t у другому рiвняннi (5) i (9) – параметр.
Вважаємо також, що виконуються такi умови:
1) Функцiї, що входять у (1), (5) i (9) a(x, t), b(x, t),

c(x, t), f(x, t) та g(x, t) достатньо гладкi. Їхня глад-
кiсть зв’язана з порядком асимптотики N (див. ниж-
че);

2) a(x, t) ≥ α > 0 в D1, b(x, t) ≥ β > 0 в D2,

c(x, t) ≥ γ > 0 в D2, c(x, t)− ∂b(x, t)
∂x

≥ δ > 0 в D2.

За цих умов кожна з задач (1)–(4); (5)–(8); (9)–
(12) має єдиний (класичний) розв’язок.

Метою статтi є методом примежового шару [4],
[5] побудувати асимптотичне розвинення розв’язкiв
кожної з задач до будь-якого порядку N i довести
асимптотичну коректнiсть цього розвинення.

Для отримання асимптотики розв’язкiв задач
(1)–(4), а також (5)–(8) використовується iдея побу-
дови асимптотики розв’язку допомiжної (простiшої)
задачi для вихiдних рiвнянь [5].

II. Побудова асимптотик задач

1. Побудуємо формальну асимптотику розв’язку
задачi А). Для цього розглянемо допомiжнi задачi:

∂y

∂t
− ε2 ∂2y

∂x2
+ a(x, t)y = f(x, t) в D1 (13)

з початковою умовою

y(x, 0, ε) = 0, −1 < x < 0 (14)

i граничними умовами

y(−1, t, ε) = 0,
∂y(0, t, ε)

∂x
=

n∑

i=0

εiAi(t), 0 < t < T ;

(15)
а також:

∂z

∂t
− ε2 ∂2z

∂x2
+ b(x, t)z = g(x, t) в D2 (16)

з початковою умовою

z(x, 0, ε) = 0, 0 < x < 1 (17)

i граничними умовами

∂z(0, t, ε)
∂x

=
n∑

i=0

εiAi(t), z(1, t, ε) = 0, 0 < t < T,

(18)
де Ai(t), i = 0, N – невiдомi функцiї, Ai(0) = 0,
i = 0, N.

Формальну асимптотику розв’язку задачi
(13)–(15) шукаємо у виглядi:

y(x, t, ε) =
∑N

i=0 εiyi(x, t) +
∑N

i=0 εiΠi(ξ, t)+

+ε
∑N

i=0 εiQi(η, t), (x, t) ∈ D1,

(19)

де N – натуральне число – порядок асимптотики,
yi(x, t), i = 0, N – функцiї регулярної частини асим-
птотики, Πi(ξ, t), Qi(η, t), i = 0, N – функцiї приме-
жового шару в околах точок x = −1 i x = 0 вiдповiд-

но, ξ =
x + 1

ε
, η = −x

ε
– регуляризуючi перетворення.

Запишемо задачi, з яких визначаються функцiї,
що входять у спiввiдношення (19). Вони визначаю-
ться стандартно.

Функцiї регулярної частини асимптотики
yi(x, t), i = 0, N є достатньо гладкi при −1 ≤ x ≤ 0
i їхня сума задовольняє рiвняння (13) (з деякою то-
чнiстю) i початкову умову (14).

Функцiї yi(x, t), i=0, N є розв’язками задач Кошi:

∂yi

∂t
+ a(x, t)yi = fi(x, t), i = 0, N, (20)

yi(x, 0) = 0, i = 0, N, (21)

де f0(x, t) ≡ f(x, t), f1(x, t) ≡ 0, fi(x, t) ≡ ∂2yi−2

∂x2
,

i = 2, N.
Функцiї примежового шару Πi(ξ, t), i = 0, N, ви-

користовуємо для того, щоб разом з функцiями ре-
гулярної частини асимптотики yi(x, t), i = 0, N, за-
довольнити граничну умову y(−1, t, ε) = 0.

Функцiї Πi(ξ, t), i = 0, N визначаються в околi
x = −1 як розв’язки таких задач:

∂Πi

∂t
− ∂2Πi

∂ξ2
+ a(−1, t)Πi = ϕi(ξ, t), i = 0, N, (22)

Πi(ξ, 0) = 0, i = 0, N, (23)

Πi(0, t) = −yi(−1, t), i = 0, N, (24)

Πi(ξ, t) → 0, при ξ →∞, i = 0, N, (25)

де ϕ0(ξ, t) ≡ 0, ϕi(ξ, t), i = 1, N, виписуються у яв-
ному виглядi i залежать лiнiйно вiд Πj(ξ, t), j < i.

Функцiї Πi(ξ, t), i = 0, N є розв’язками першої
граничної задачi для параболiчного рiвняння друго-
го порядку (22)–(25) i визначаються, з урахуванням
вже знайдених функцiй yi(x, t), i = 0, N, рекурентно.
Умови (25) – це додатковi умови, що забезпечують
примежовий характер функцiй Πi(ξ, t), i = 0, N.
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Тут i нижче всi функцiї примежового шару до-
множуються на зрiзаючi функцiї [4] i за ними зберi-
гаються старi позначення.

Розв’язки задач (22)–(24) записуються у явному
виглядi [6]. Крiм того показано, що Πi(ξ, t), i = 0, N
– функцiї примежового шару в околi точки x = −1.

Функцiї примежового шару Qi(η, t), i = 0, N слу-
гують для того, щоб разом з функцiями регулярної
частини асимптотики yi(x, t), i = 0, N задовольнити

граничну умову
∂y(0, t, ε)

∂x
=

N∑
i=0

εiAi(t).

Функцiї примежового шару Qi(η, t), i = 0, N в
околi x = 0 є розв’язками таких задач:

∂Qi

∂t
− ∂2Qi

∂η2
+ a(0, t)Qi = ψi(η, t), i = 0, N, (26)

Qi(η, 0) = 0, i = 0, N, (27)

∂Qi(0, t)
∂η

=
∂yi(0, t)

∂x
−Ai(t), i = 0, N, (28)

Qi(η, t) → 0, при η →∞, i = 0, N, (29)

де ψ0(η, t) ≡ 0, ψi(η, t), i = 1, N, мають явний вигляд
i залежать лiнiйно вiд Qj(η, t), j < i, Ai(t) – невiдомi
функцiї.

Отже, функцiї Qi(η, t), i = 0, N, є розв’язками
другої граничної задачi для параболiчного рiвняння
другого порядку (26)–(29) i визначаються, з ураху-
ванням вже знайдених функцiй yi(x, t), i = 0, N, ре-
курентно. Умови (29) – це додатковi умови, що за-
безпечують примежовий характер функцiй Qi(η, t),
i = 0, N.

Розв’язки задач (26)–(29) записуються у явному
виглядi [6]. Крiм того, показано, що Qi(η, t), i = 0, N,
– функцiї примежового шару в околi точки x = 0.

Отже, можна вважати, що формальне асимпто-
тичне розвинення розв’язку задачi (13)–(15), побу-
довано. Залишається знайти невiдомi функцiї Ai(t),
i = 0, N.

Формальну асимптотику розв’язку задачi (16)–
(18) шукаємо у виглядi

z(x, t, ε) =
∑N

i=0 εizi(x, t) + ε
∑N

i=0 εiΠ̃i(ξ̃, t)+

+
∑N

i=0 εiQ̃i(η̃, t), (x, t) ∈ D2,

(30)

де zi(x, t), i = 0, N, – функцiї регулярної частини
асимптотики; Π̃i(ξ̃, t), Q̃i(η̃, t), i = 0, N – функцiї
примежового шару в околах точок x = 0 i x = 1

вiдповiдно; ξ̃ =
x

ε
, η̃ =

1− x

ε
– регуляризуючi пере-

творення.
Провiвши аналогiчнi перетворення для задачi

(13)–(15), отримаємо формальне асимптотичне роз-
винення розв’язку задачi (16)–(18), яке також мi-
стить невiдомi функцiї Ai(t), i = 0, N.

Для знаходження функцiй Ai(t), i = 0, N, ви-
користаємо явний вигляд асимптотичних розвинень

розв’язкiв задач (13)–(15) та (16)–(18), а також
y(−0, t, ε) = z(−0, t, ε) :

yi(0, t)− 1√
π

∫ t

0

∂yi(0,τ)
∂x −Ai(τ)√

t− τ
· e−

∫ t
τ

a(0,s)dsdτ =

= zi(0, t)− 1√
π

∫ t

0

Ai(τ)− ∂zi(0,τ)
∂x√

t− τ
· e−

∫ t
τ

b(0,s)dsdτ,

i = 0, N (31)

Провiвши елементарнi перетворення у формулi
(31), отримаємо рiвняння для знаходження Ai(t),
i = 0, N ∫ t

0

Ai(τ)
K(t, τ)√

t− τ
dτ = f(t), (32)

де
K(t, τ) = e−

∫ t
τ

a(0,s)ds + e−
∫ t

τ
b(0,s)ds, (33)

f(t) =
√

π(zi(0, t)− yi(0, t))+

+
∫ t

0

1√
t− τ

(
∂yi(0, τ)

∂x
e−

∫ t
τ

a(0,s)ds+

+
∂zi(0, τ)

∂x
e−

∫ t
τ

b(0,s)ds

)
dτ.

(34)

Це iнтегральне рiвняння Вольтерра першого роду
зi слабкою особливiстю. Однозначна розв’язальнiсть
рiвняння (32) показана у [9].

Отже, ми отримали формальне асимптотичне
розвинення розв’язку задачi (1)–(4).

2. Побудуємо формальну асимптотику розв’язку
задачi Б). Для цього розглянемо допомiжнi задачi:
(13)–(15), а також

ε2 ∂2z

∂x2
− b(x, t)z = g(x, t) в D2 (35)

з граничними умовами (18).
Формальне асимптотичне розвинення розв’яз-

ку задачi (13)–(15), яке мiстить невiдомi функцiї
Ai(t), i = 0, N, побудовано ранiше.

Формальну асимптотику розв’язку задачi (35),
(18) шукаємо у виглядi

z(x, t, ε) =
∑N

i=0 εizi(x, t) + ε
∑N

i=0 εiΠ̃i(ξ̃, t)+

+
∑N

i=0 εiQ̃i(η̃, t), (x, t) ∈ D2,

(36)

де zi(x, t), i = 0, N – функцiї регулярної частини
асимптотики; Π̃i(ξ̃, t) i Q̃i(η̃, t), i = 0, N – функцiї
примежового шару в околах точок x = 0 i x = 1

вiдповiдно; ξ̃ =
x

ε
i η̃ =

1− x

ε
– регуляризуючi пере-

творення.
Функцiї регулярної частини асимптотики

zi(x, t), i = 0, N є достатньо гладкi при 0 ≤ x ≤ 1
i їхня сума задовольняє рiвняння (35) (з деякою то-
чнiстю).
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Функцiї zi(x, t), i = 0, N є розв’язками лiнiйних
рiвнянь. Вони виражаються рекурентно i мають ви-
гляд

z0(x, t) =
g(x, t)
b(x, t)

, zi(x, t) = −
∂2zi−2

∂x2

b(x, t)
, (37)

якщо i – парне число та zi(x, t) ≡ 0, якщо i – непарне
число.

Функцiї примежового шару Π̃i(ξ̃, t), i = 0, N слу-
гують для того, щоб разом з функцiями регулярної
частини асимптотики zi(x, t), i = 0, N задовольнити

граничну умову
∂z(0, t, ε)

∂x
=

N∑
i=0

εiAi(t).

Функцiї Π̃i(ξ̃, t), i = 0, N, визначаються в околi
точки x = 0 як розв’язки таких задач:

∂2Π̃i

∂ξ̃2
− b(0, t)Π̃i = ψi(ξ̃, t), i = 0, N, (38)

∂Π̃i(0, t)

∂ξ̃
= Ai(t)− ∂zi(0, t)

∂x
, i = 0, N, (39)

Π̃i(ξ̃, t) → 0, при ξ̃ →∞, i = 0, N, (40)

де ψ0(ξ̃, t) = 0, ψi(ξ̃, t), i = 1, N – легко виписуються
у явному виглядi i залежать лiнiйно вiд Π̃j(ξ̃, t), j <
i, Ai(t) – невiдомi функцiї.

Отже, функцiї Π̃j(ξ̃, t), i = 0, N є розв’язками зви-
чайного диференцiального рiвняння другого порядку
зi сталими коефiцiєнтами. Вони записуються явно,
виражаються рекурентно з урахуванням вже знайде-
них функцiй zi(x, t), i = 0, N i, очевидно, враховуючи
припущення 2), є функцiями примежового шару.

Функцiї Q̃i(η̃, t), i = 0, N в околi точки x = 1 ви-
значаються як розв’язки таких задач:

∂2Q̃i

∂η̃2
− b(0, t)Q̃i = θi(η̃, t), i = 0, N, (41)

Q̃i(0, t) = −zi(1, t), i = 0, N, (42)

Q̃i(η̃, t) → 0, при η̃ →∞, i = 0, N, (43)

де θ0(η̃, t) ≡ 0, θi(η̃, t), i = 1, N – легко виписуються у
явному виглядi i залежать лiнiйно вiд Q̃j(η̃, t), j < i.

Функцiї Q̃i(η̃, t), i = 0, N також є розв’язками
звичайного диференцiального рiвняння другого по-
рядку зi сталими коефiцiєнтами. Вони записуються
явно, виражаються рекурентно з урахуванням вже
знайдених функцiй zi(x, t), i = 0, N i враховуючи,
що b(x, t) ≥ β > 0 в D2, є функцiями примежового
шару.

Отже, ми отримали формальне асимптотичне
розвинення розв’язку задачi (35), (17), (18), яке мi-
стить невiдомi функцiї Ai(t), i = 0, N.

Провiвши такi самi перетворення, як для розв’яз-
кiв задач (13)–(15) та (16)–(18), використавши умову

y(−0, t, ε) = z(−0, t, ε), отримаємо рiвняння для зна-
ходження Ai(t), i = 0, N

Ai(t) =
∫ t

0

Ai(τ)
K(t, τ)√

t− τ
dτ + f(t), (44)

де K(t, τ), f(t) – легко записуються у явному виглядi
i K(t, τ) – неперервна функцiя. Це iнтегральне рiвня-
ння Вольтерра другого роду зi слабкою особливiстю
вiдносно Ai(t), i = 0, N. Його однозначна розв’язаль-
нiсть показана у [9].

Отже, ми отримали формальне асимптотичне
розвинення розв’язку задачi (5)–(8).

3. Формальну асимптотику розв’язку задачi В)
шукаємо у виглядi

u(x, t, ε) =
∑N

i=0 εiui(x, t) +
∑N

i=0 εiΠi(ξ, t)+

+
∑N

i=0 εiQi(η, t), (x, t) ∈ D1,

(45)

ν(x, t, ε) =
N∑

i=0

εiνi(x, t) +
N∑

i=0

εiPi(γ, t), (x, t) ∈ D2,

(46)
де ui(x, t), νi(x, t), i = 0, N – функцiї регулярної ча-
стини асимптотики; Πi(ξ, t), Qi(η, t), Pi(γ, t), i = 0, N
– функцiї примежового шару в околах точок x = −1,

x = 0 i x = 1 вiдповiдно; ξ =
x + 1

ε
, η = −x

ε
i

γ =
1− x

ε2
– регуляризуючi перетворення.

Випишемо задачi, з яких визначаються функцiї,
що входять у (45) i (46). Вони визначаються стан-
дартно.

Функцiї регулярної частини асимптотики
ui(x, t), i = 0, N є достатньо гладкi при −1 ≤ x ≤ 0
i їхня сума задовольняє (з деякою точнiстю) перше
рiвняння (9) i початкову умову (10).

Функцiї ui(x, t), i = 0, N є розв’язками задачi Ко-
шi (20)–(21), легко записуються у явному виглядi i
виражаються рекурентно.

Функцiї регулярної частини асимптотики
νi(x, t), i = 0, N є достатньо гладкi при 0 ≤ x ≤ 1
i їхня сума задовольняє (з деякою точнiстю) друге
рiвняння (9).

Функцiя ν0(x, t) задовольняє при x = 0 умову
u0(x, t) = ν0(x, t).

Функцiї νi(x, t) задовольняють при x = 0 умови
νi(x, t) = ui(x, t) + Qi(η, t), i = 1, N. Зауважимо, що
функцiя Q0(η, t) ≡ 0.

Функцiї регулярної частини асимптотики
νi(x, t), i = 0, N є розв’язками задачi Кошi:

∂νi

∂x
+

b(x, t)
c(x, t)

νi = gi(x, t), i = 0, N, (47)

νi(0, t) = ui(0, t) + Qi(0, t), i = 1, N, (48)

де g0(x, t) ≡ −g(x, t)
c(x, t)

, g1(x, t) ≡ 0, gi(x, t) ≡
∂2νi−2

∂x2

c(x, t)
,

i = 2, N.
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Функцiї примежового шару Πi(ξ, t), i = 0, N ви-
користовуємо для того, щоб разом з функцiями ре-
гулярної частини асимптотики ui(x, t), i = 0, N за-
довольнити граничну умову u(−1, t) = 0.

Функцiї Πi(ξ, t), i = 0, N є розв’язками першої
граничної задачi для параболiчного рiвняння друго-
го порядку (22)–(24) i є функцiями примежового ша-
ру в околi x = −1.

Функцiї примежового шару Qi(η, t), i = 1, N в
околi x = 0 є розв’язки таких задач:

∂Qi

∂t
− ∂2Qi

∂η2
+ a(0, t)Qi = ψi(η, t), i = 1, N, (49)

Qi(η, 0) = 0, i = 1, N, (50)

∂Qi(0, t)
∂η

=
∂νi−1(0, t)

∂x
− ∂ui−1(0, t)

∂x
, i = 1, N, (51)

Qi(η, t) → 0, при η →∞, i = 1, N, (52)

де ψi(ξ, t), i = 1, N – мають явний вигляд i залежать
лiнiйно вiд Qj(η, t), j < i.

Отже, функцiї Qi(η, t), i = 0, N є розв’язками
другої граничної задачi для параболiчного рiвняння
другого порядку (49)–(52) i визначаються рекурен-
тно. Умови (33) – додатковi умови, що забезпечують
примежовий характер функцiй Qi(η, t), i = 1, N.

Розв’язок задачi (49)–(52) записується у явному
виглядi [6]. Можна показати, що Qi(η, t), i = 0, N –
функцiї примежового шару в околi точки x = 0.

Функцiї примежового шару Pi(γ, t), i = 0, N ви-
користовуємо для того, щоб разом з функцiями ре-
гулярної частини асимптотики νi(x, t) задовольнити
граничну умову ν(1, t) = 0.

Функцiї Pi(γ, t), i = 0, N в околi x = 1 є розв’яз-
ками таких задач:

∂2Pi(γ, t)
∂γ2

+ c(1, t)
∂Pi(γ, t)

∂γ
= ϕi(γ, t), i = 0, N, (53)

Pi(0, t) = −νi(1, t), (54)

Pi(γ, t) → 0, при γ →∞, i = 0, N, (55)

де ϕ0(γ, t) ≡ 0, i = 0, 1, ϕi(γ, t), i = 2, N – легко ви-
писуються у явному виглядi i залежать лiнiйно вiд
Pj(γ, t), j < i.

Отже, функцiї Pi(γ, t), i = 0, N є розв’язками
неоднорiдного диференцiального рiвняння другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами. Умови (55) за-
безпечують примежовий характер функцiй Pi(γ, t),
i = 0, N.

Розв’язок задачi (53)–(55) записується у явному
виглядi i має примежовий характер. Отже, ми отри-
мали формальне асимптотичне розвинення розв’язку
задачi (9)–(12).

III. Оцiнка залишкових членiв

Враховуючи, що знайденi формальнi асимптоти-
чнi розвинення наближають розв’язки задач А), Б) i
В) до порядку N, то в асимптотиках є ще доданки,

що мiстять ε у степенi N + 1 i вище. Позначимо їх
через εN+1RN в областi D1 i εN+1RN в областi D2 та
називаємо залишковими членами асимптотики.

Звичайним способом ми отримаємо задачi для
оцiнки функцiй RN (x, t, ε) i RN (x, t, ε), подiбнi до ви-
хiдних.

1. Для оцiнки залишкових членiв задачi А) отри-
маємо рiвняння

∂RN

∂t
− ε2 ∂2RN

∂x2
+ a(x, t)RN = ω(x, t) в D1,

(56)

∂RN

∂t
− ε2 ∂2RN

∂x2
+ b(x, t)RN = $(x, t) в D2;

початковi умови

RN (x, 0, ε) = 0, −1 < x < 0, RN (x, 0, ε) = 0, 0 < x < 1;
(57)

граничнi умови

RN (−1, t, ε) = 0, RN (1, t, ε) = 0, 0 < t < T ; (58)

умови спряження

RN (−0, t, ε) = RN (+0, t, ε),

∂RN (−0, t, ε)
∂x

=
∂RN (+0, t, ε)

∂x
, 0 < t < T,

(59)

де функцiЇ ω(x, t) i $(x, t) мають явний вигляд i обме-
женi за нормою L2 в областях вiдповiдно D1 i D2.

Оцiнку отримаємо методом iнтегралiв енергiї [10].
Для цього домножимо кожне з рiвнянь (56) вiдповiд-
но на 2RN i 2RN та зводячи до дивергентного вигля-
ду, отримаємо

∂

∂t
(R2

N )+
∂

∂x

(
−2ε2 ∂RN

∂x
RN

)
+2ε2

(
∂RN

∂x

)2

+

+2a(x, t)R2
N = 2ω(x, t)Rn в D1,

∂

∂t
(R

2

N )+
∂

∂x

(
−2ε2 ∂RN

∂x
RN

)
+

+2ε2

(
∂RN

∂x

)2

+2a(x, t)R
2

N=2$(x, t)Rn в D2.

(60)
Проiнтегруємо кожне з рiвнянь (60) по обла-

стях D1 i D2 вiдповiдно, використовуючи формулу
Гаусса–Остроградського i умови (57)–(58), та додамо
iх. Пiсля простих перетворень, з урахуванням умов
(59), отримаємо

α

(
∫∫
D1

R2
Ndxdt +

∫∫
D2

R
2

Ndxdt

)
≤

≤ ∫∫
D1

ω(x, t)RNdxdt +
∫∫
D2

$(x, t)RNdxdt,

(61)
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де α =
(

min
(x,t)∈D1

a(x, t), min
(x,t)∈D2

b(x, t)
)

.

Оцiнюючи праву частину нерiвностi (61) за до-
помогою нерiвностi Кошi з параметром A · B ≤
≤ 1

2

(
A2µ +

B2

µ

)
, µ > 0 i вибираючи параметр µ

так, щоб µ <
α

2
, маємо

α

2

(
∫∫
D1

R2
Ndxdt +

∫∫
D2

R
2

Ndxdt

)
≤

≤ 1
µ

∫∫
D1

ω2(x, t)dxdt +
1
µ

∫∫
D2

$2(x, t)dxdt.

(62)

Звiдси випливає обмеженiсть функцiй RN i RN за
нормою L2 у вiдповiдних областях.

2. Для оцiнки залишкового члена задачi Б) отри-
муємо рiвняння

∂RN

∂t
− ε2 ∂2RN

∂x2
+ a(x, t)RN = ω(x, t) в D1,

(63)

ε2 ∂2RN

∂x2
− b(x, t)RN = $(x, t) в D2;

початкову умову

RN (x, 0, ε) = 0; −1 < x < 0; (64)

граничнi умови

RN (−1, t, ε) = 0, RN (1, t, ε) = 0, 0 < t < T ; (65)

умови спряження

RN (−0, t, ε) = RN (+0, t, ε),

∂RN (−0, t, ε)
∂x

=
∂RN (+0, t, ε)

∂x
, 0 < t < T.

(66)

Провiвши перетворення, як i у попере-
дньому випадку, отримаємо нерiвнiсть (61), де

α =
(

min
(x,t)∈D1

a(x, t), min
(x,t)∈D2

c(x, t)
)

, що так само

приводить до обмеженостi RN i RN за нормою L2

у вiдповiдних областях. Мiркуючи подiбно до попе-
реднього, отримаємо аналогiчну оцiнку.

3. Для оцiнки залишкових членiв задачi В) отри-
маємо рiвняння

∂RN

∂t
− ε2 ∂2RN

∂x2
+ a(x, t)RN = ω(x, t) в D1,

(67)

ε2 ∂2RN

∂x2
− c(x, t)

∂RN

∂x
− b(x, t)RN = $(x, t) в D2

з початковою умовою (64), граничними умовами (65)
та умовами спряження (66).

Провiвши аналогiчнi з задачею А) пере-
творення, отримаємо нерiвнiсть (61), де α =(

min
(x,t)∈D1

a(x, t), min
(x,t)∈D2

(
c(x, t)− ∂b(x, t)

∂x

))
, що так

само приводить до обмеженостi RN i RN в L2-нормi
у вiдповiдних областях.

Висновки

Результат роботи можна сформулювати у виглядi.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються
умови 1), 2). Тодi розв’язки задач (1)–(4); (5)–(8) i
(9)–(12) допускають асимптотичне розвинення до-
вiльного порядку N вигляду (19), (30); (19), (36);
(45), (46) з доданками εN+1RN в областi D1 i
εN+1RN в областi D2 вiдповiдно. Усi функцiї, що
у них входять, отримуються рекурентно у явно-
му виглядi. Функцiї Ai(t), i = 0, N , що входять у
асимптотику задач пунктiв 1, 2 роздiлу III, знахо-
дяться як розв’язки iнтегральних рiвнянь Вольтер-
ра першого роду зi слабкою особливiстю вигляду (32)
та iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду зi
слабкою особливiстю вигляду (44) вiдповiдно. Зали-
шковi члени розвинень є порядку εN+1 у L2 -нормi у
вiдповiдних областях.

Зауваження 1. Результат пункту 3 роздiлу III
узагальнює результат роботи [8] на випадок скiнчен-
них областей.

Зауваження 2. Результати роботи анонсовано
у [11]–[14].
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ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

М.Г. Хмелёвскийa, В.Н. Цымбалa,b

aНациональный университет “Львивська политехника”,
ул. С. Бандеры, 12, Львов, 79013, Украина

bЛьвовский национальний университет имени Ивана Франко
ул. Университетская, 1, Львов, 79001, Украина

Построены асимптотические разложения решения задач сопряжения для сингулярно
возмущенных параболических уравнений второго порядка, а также этих уравнений и син-
гулярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка.
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Asymptotic expansions of the solutions to the transmission problem for the second order si-
ngularly perturbed parabolic equations and these ones and the second order singularly perturbed
ordinary differential equations are constructed.
Key words: transmission problem, singular perturbation, parabolic equation, boundary layer,
asymptotic expansion.
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