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Вступ

У [1–7] вивчались лiнiйнi крайовi задачi для пара-
болiчних систем в обмежених областях Q у просто-
рах узагальнених функцiй iз D′(Q) та за наявностi
точкових сильних степеневих особливостей у правих
частинах. Точнi оцiнки розв’язкiв загальних лiнiйних
параболiчних крайових задач у просторах функцiй,
якi можуть мати слабкi особливостi при t = 0, одер-
жанi в [8].

Результати [5–7] узагальнюємо на випадок пра-
вих частин iз ширших вагових просторiв узагальне-
них функцiй. У частинi II цi простори залежать вiд
крайових умов задачi, у частинi III поширюємо ре-
зультати попереднього роздiлу на випадок правих ча-
стин задачi iз вагових просторiв узагальнених фун-
кцiй, що не залежать вiд крайових умов, як це було
зроблено у [7] за наявностi точкових степеневих осо-
бливостей.

I.

Нехай Ω0 – область в Rn, обмежена замкненою по-
верхнею Ω1 класу C∞, Qi = Ωi × (0, T ], i = 0, 1,
Q2 = Ω0.

D(Qi) = C∞0 (Qi), D(Qi) = C∞(Qi), i = 0, 1, 2,
D0(Qi) = {ϕ ∈ D(Qi) : Dk

t |t=T = 0, k = 0, 1, . . . },
i = 0, 1,

L(x, t, D) ≡ Dt −A ≡ Dt −
∑

|α|≤2b

aα(x, t)Dα
x ,

Bj(x, t, Dx) ≡ ∑
|α|≤rj

bjα(x, t)Dα
x , j = 1, m, m = bp,

aα(x, t) – квадратнi p×p матрицi з елементами aνµ
α ∈

D(Q0), |α| = α1+· · ·+αn, Dt = ∂
∂t , D

α
x = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂xαn

n
=(

∂
∂x1

)α1 · · · ( ∂
∂xn

)αn , bjα(x, t) – рядки довжини p з еле-
ментами з D(Q1), j = 1,m, L – рiвномiрно парабо-
лiчний за Петровським матричний диференцiальний
вираз [9]. Вважаємо далi

rm ≤ · · · ≤ r1 ≤ 2b− 1, r0 = rm+1 = 2b,

(j) = 0 для j = 0,m + 1, (j) = 1 для j = 1, m.
Матрицею Дiрiхле порядку 2b називається [4,

c. 178] матриця з 2bp рядкiв, яку переставлян-
ням рядкiв можна звести до вигляду B(x, t, Dx) =
(B0(x, t, Dx), . . . ,B2b−1(x, t, Dx))′, де Bj(x, t,Dx) ≡∑
|α|≤j

b̃jα(x, t)Dα
x , b̃jα(x, t) – квадратнi p × p матрицi,

i при цьому detBj0(x, t, ν) = det
∑
|α|=j

b̃jα(x, t)να 6= 0

для довiльних (x, t) ∈ Q1, ν = ν(x, t)– орт внутрi-
шньої нормалi до Q1 у точцi (x, t), штрих означає
транспонування.

Система крайових диференцiальних виразiв
{Bj}m

j=1 = {Bj(x, t, Dx)}m
j=1 називається нормальною

[3], якщо матрицю B = (B1, . . . , Bm)′ можна допов-
нити новими рядками до матрицi Дiрiхле порядку
2b.

Вважатимемо, що система {Bj}m
j=1 рiвномiрно на-

криває оператор L ([4], c. 15), а також є нормальною.
В Q0 розглядаємо нормальну параболiчну крайо-

ву задачу

L(x, t, D)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Q0 (1.1)

Bj(x, t, Dx)u(x, t) = Fj(x, t), (x, t) ∈ Q1, j = 1, m
(1.2)

u |t=0 = Fm+1(x), x ∈ Ω0. (1.3)

Згiдно з [3], [4], c. 178 iснують такi крайовi ди-
ференцiальнi вирази B̂j , Cj , Ĉj , j = 1, m порядкiв
r̂j ,mj , m̂j , причому rj + m̂j = mj + r̂j = 2b − 1, що
правильна формула Грiна

∫
Q0

[v′Lu− (L∗v)′u]dxdt+

m∑
j=1

∫
Q1

[ĈjvBju− B̂jvCju]dxdt+
∫
Ω0

[v′(x, 0)u(x, 0)− v′(x, T )u(x, T )]dx = 0, u, v ∈ D(Q0),

де L∗ = Dt − A∗, A∗ – формально спряжений до A
диференцiальний вираз.
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Позначимо через %0(x) нескiнченно диференцi-
йовну функцiю в Ω0, додатну в Ω0, яка дорiвнює
нулю на Ω1 та має порядок вiдстанi d(x) вiд точки
x ∈ Ω0 до Ω1 при d(x) → 0, через %1(t) – нескiнченно
диференцiйовну функцiю в [0, T ], додатну при t > 0,
яка має порядок t при t → 0, через %(x, t) – нескiн-
ченно диференцiйовну функцiю в Q0, додатну в Q0,
яка дорiвнює нулю на Q1 ∪Ω0, має порядок d(x) при
d(x) → 0 та d(x) ≤ t

1
2b , порядок %

1
2b
1 (t) при t → 0

та d(x) ≥ t
1
2b . Також вважаємо %0(t) ≤ 1, %1(x) ≤ 1,

%(x, t) ≤ 1 для всiх x ∈ Ω0, t ∈ [0, T ].
Використовуємо функцiйнi простори iз [4], [9]:

Ck(Ω0) – простiр функцiй ϕ, для яких неперервнi
похiднi Dαϕ з |α| ≤ [k] та (при нецiлому k) скiнченнi∑
|α|=[k]

sup
x,y∈Ω,x6=y

∆y
xDα

x ϕ(x)

|x−y|k−[k] , де ∆y
xψ(x) = ψ(y)− ψ(x),

Hk(Qi) = Ck(Qi) – простiр функцiй ϕ,
для яких неперервнi похiднi Dαϕ = Dα0

t Dα
x ϕ

з |α| = |α| + 2bα0 ≤ [k] та (при нецiло-

му k) скiнченнi
∑

0<|α|=[k]

sup
(x,t),(y,τ)∈Qi,x6=y

∆y
xDα

x,tϕ(x,t)

|x−y|k−[k] ,

∑
0<k−|α|<2b

sup
(x,t),(y,τ)∈Qi,t6=τ

∆τ
t Dα

x,tϕ(x,t)

|t−τ |
k−|α|

2b

– простiр Гель-

дера, тут ∆τ
t ψ(x, t) = ψ(x, τ)− ψ(x, t),

Ck,(0)(Qi) =
{ϕ ∈ Ck(Qi) : Dj

t ϕ |t=T = 0, 0 ≤ j ≤ [ k
2b ]},

Hk,(0)(Qi) =
{ϕ ∈ Hk(Qi) : Dj

t ϕ |t=T = 0, 0 ≤ j ≤ [ k
2b ]},

Hk,r,(0)(Qi) = {ϕ ∈ Hk,(0)(Qi) : Dαϕ |Q1
= 0, |α| ≤

2b− r − 2}, Hk,2b−1,(0)(Qi) = Hk,(0)(Qi), i = 0, 1,
вводимо

Dr(Ω0) = {ϕ ∈ Cr(Ω0) (D(Ω0) при цiлому r):
%
|α|−r
0 Dαϕ ∈ C(Ω0), |α| ≤ [r]},
D∗r (Ω0) = {ϕ ∈ Cr+2b(Ω0) (D(Ω0) при цiлому r):

A∗ϕ ∈ Dr(Ω0)},
Xr(Ω0) = {ϕ ∈ D∗r(Ω0) : B̂jϕ = 0, j = 1,m},
X(Ω0) = {ϕ ∈ D(Ω0) : B̂jϕ = 0, j = 1, m},
Dr(Q0) = {ϕ ∈ Cr,(0)(Q0) (D0(Q0) при цiлому r):

%|α|−rDαϕ ∈ C(Q0), |α| ≤ [r]}, r ≥ 0,
D∗r (Q0) = {ϕ ∈ Cr+2b,(0)(Q0) (D0(Q0) при цiлому

r): L∗ϕ ∈ Dr(Q0)},
Xr(Q0) = {ϕ ∈ D∗r(Q0) : B̂jϕ = 0, j = 1,m},
X(Q0) = {ϕ ∈ D0(Q0) : B̂jϕ = 0, j = 1,m},
Dr(Q1) = {ϕ ∈ Cr,(0)(Q1) :

%
2bα0−r

2b
1 Dαϕ ∈ C(Q1), |α| ≤ r}, r ≥ 0.

Скажемо, що ϕν → 0 при ν → ∞ в Dr(Q0), якщо
для довiльного мультиiндексу α, |α| ≤ r послiдов-
нiсть ϕ̃ν = %|α|−rDαϕν збiгається до нуля при ν →∞
рiвномiрно в Q0. Подiбно визначається збiжнiсть у
iнших просторах.

Лема 1. Для довiльних чисел r ≥ 0, ϕj ∈
D(Q1), j = 0, 2b− 1, ψ0 ∈ D(Ω0) (зокрема, ϕj ∈
Dr+2b−j(Q1), j = 0, 2b− 1, ψ0 ∈ Dr+2b(Ω0)), довiль-
ної матрицi Дiрiхле B̃(x, t, Dx) = (B̃0, . . . , B̃2b−1)′

з коефiцiєнтами з D(Q1) iснує така вектор-функцiя
ψ ∈ D∗r (Q0), що B̃jψ = ϕj , j = 0, 2b− 1 i ψ |t=0 = ψ0.

Лема доводиться за схемою довелення леми 4.3
iз [6] (див. також [10]), де розглянуто випадок ϕj ∈
D0(Q1), j = 0, 2b− 1, ψ0 ∈ D(Ω0).

З леми 1 випливає, що простори Xr(Q0) непоро-
жнi при r ≥ 0.

С.Д. Iвасишен побудував матрицю Грiна
G(x, t, y, τ) =

(
G0(x, t, y, τ), . . . , Gm(x, t, y, τ)

)
зада-

чi (1.1)–(1.3) ([4] та бiблiогр.), вивчив її властивостi,
властивостi iнтегральних операторiв Грiна

Gjϕ =
t∫
0

dτ
∫
Ωj

Gj(·, ∗, y, τ)ϕ(y, τ)dy, j = 0, m,

Gm+1ϕ =
∫
Ω0

G0(·, ∗, y, 0)ϕ(y)dy,

дослiдив спряженi оператори Грiна [3]

Ĝjϕ =
T∫
τ

dt
∫
Ω0

G′j(x, t, ·, ·)ϕ(x, t)dx, j = 0, m,

Ĝm+1ϕ =
T∫
0

dt
∫
Ω0

G′0(x, t, ·, 0)ϕ(x, t)dx

на гельдерових просторах функцiй, довiв, що
Ĝ0 : Hk,(0)(Q0) → Hk+2b,r1,(0)(Q0) ⊂ Hk,(0)(Q0),
Ĝj : Hk,(0)(Q0) → Hk+rj+1,(0)(Q1), j = 1, m

та дiють обмежено, довiв теорему iснування та єдино-
стi розв’язкiв у гельдерових просторах узагальнених
функцiй, здобув зображення розв’язкiв за допомогою
матрицi Грiна. Для гладких Fj = fj , j = 0, m + 1,
що задовольняють умови узгодження, зокрема для
fj ∈ D(Qj), j = 0, m, fm+1 ∈ D(Q2), розв’язок задачi
(1.1)–(1.3) має вигляд [3]

u(x, t) =
t∫
0

dτ
∫
Ω0

G0(x, t, y, τ)f0(y, τ)dy+

m∑
j=1

t∫
0

dτ
∫
Ω1

Gj(x, t, y, τ)fj(y, τ)dy+

∫
Ω0

G0(x, t, y, 0)fm+1(y)dy, (x, t) ∈ Q0.

У [5] доведено, що при довiльнiй ψ ∈ C2b,1
x,t (Q0),

такiй, що B̂jψ = 0, j = 1, m, зокрема ψ ∈ Xr(Q0),
правильнi спiввiдношення
T∫
τ

dt
∫
Ω0

G′0(x, t, y, τ)(L∗ψ)(x, t)dx = ψ(y, τ), (y, τ) ∈ Q0,

T∫
τ

dt
∫
Ω0

G′j(x, t, y, τ)(L∗ψ)(x, t)dx = (Ĉjψ)(y, τ),

(y, τ) ∈ Q1, j = 1, m. (1.4)

Cпряжена до задачi (1.1)–(1.3) крайова задача є
також нормальною й обернено параболiчною [4, тео-
рема 6 на с. 179].

З однозначної розв’язностi спряженої параболi-
чної крайової задачi в класах гладких функцiй ви-
пливає, що для довiльної ϕ ∈ Dr(Q0) iснує розв’я-
зок ψ = Ĝ0ϕ ∈ Xr(Q0) системи L∗ψ = ϕ, тому з ви-
користанням формул (1.4) та леми 1 Ĉjψ = Ĝjϕ ∈
C [r]+rj+1,(0)(Q1), j = 1, m, ψ(·, 0) = (Ĝ0ϕ)(·, 0) ∈
Xr(Q2). Отже,

Ĝ0 : Dr(Q0) → Xr(Q0),
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Ĝj : Dr(Q0) → C [r]+rj−1,(0)(Q1), j = 1,m,
Ĝm+1 : Dr(Q0) → Xr(Ω0).

II.

Нехай V ′ – простiр лiнiйних неперервних фун-
кцiоналiв на V (простiр узагальнених функцiй),

(ϕ, F )i =
p∑

j=1

(ϕj , Fj)i – значення узагальненої вектор-

функцiї F = (F1, . . . , Fp) ∈ V ′(Qi) на основнiй
вектор-функцiї ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) ∈ V (Qi), i = 0, 2,
s(F ) – порядок сингулярностi узагальненої функцiї
F [11], [12], s(F ) = max

1≤j≤p
s(Fj) при F = (F1, . . . , Fp).

Зауважимо, що для всiх r ≥ 0 простiр D(Qi) щiль-
ний у Dr(Qi), якщо f ∈ D′(Qi), то iснує таке r ≥ 0,
що f ∈ D′

r(Qi), i = 0, 1, 2.

Припущення:

(Fp) Fj ∈ D0′(Q1), s(Fj) ≤ sj , j = 1,m, r ≥ s′ − 1,
де s′ = max

1≤j≤m
(sj − rj), F0 ∈ X ′r(Q0), Fm+1 ∈ X ′r(Q2);

(Fp0) F0 ∈ X ′(Q0), Fj ∈ D0′(Q1), j = 1, m,
Fm+1 ∈ D′(Q2).

Формулювання задачi (1.1)–(1.3). За припуще-
ння (Fp)(вiдповiдно (Fp0)) знайти таку узагальне-
ну вектор-функцiю u ∈ D′r(Q0) (вiдповiдно u ∈
D0′(Q0)), що

(L∗ψ, u)0 = (ψ, F )0 +
m∑

j=1

(Ĉjψ,Fj)1 + (ψ |t=0 , Fm+1)2

∀ψ ∈ Xr(Q0)(∀ψ ∈ X(Q0)). (2.5)

Теорема 1. За припущення (Fp) ((Fp0))
вектор-функцiя u ∈ D′r(Q0) (u ∈ D0′(Q0)), задана
формулою

(ϕ, u)0 = (Ĝ0ϕ,F0)0 +
m∑

j=1

(Ĝjϕ, Fj)1 + (Ĝm+1ϕ,Fm+1)2

∀ϕ ∈ Dr(Q0) (∀ϕ ∈ D0(Q0)), (2.6)

є єдиним розв’язком задачi (1.1)–(1.3).
¤ Доведення. За припущення (Fp0) теоре-

ма доведена в [5]. Розглянемо випадок (Fp). За
вищенаведеними властивостями спряжених опе-
раторiв Грiна для довiльної ϕ ∈ Dr(Q0) маємо
ψ = Ĝ0ϕ ∈ Xr(Q0), Ĉjψ ∈ C [r]+rj+1,(0)(Q1), j = 1, m,
ψ(·, 0) ∈ Xr(Q2), Cr+rj+1,(0)(Q1) ⊂ Csj ,(0)(Q1) при
r ≥ sj − rj − 1, j = 1, m. Отже, узагальнена вектор-
функцiя (2.6) визначена для довiльної ϕ ∈ Dr(Q0).
Покажемо, що вона задовольняє тотожнiсть (2.5).
Пiдставляючи (2.6) в лiву частину (2.5) та викори-
стовуючи формули (1.4), матимемо

(L∗ψ, u)0 = (Ĝ0(L∗ψ), F0)0+
m∑

j=1

(Ĝj(L∗ψ), Fj)1 + (Ĝm+1(L∗ψ), Fm+1)2 =

(ψ,F0) +
m∑

j=1

(Ĉjψ,Fj)1 + (ψ(·, 0), Fm+1)2

∀ψ ∈ Xr(Q0), r ≥ 0.

Якщо u1, u2 – два розв’язки задачi, u = u1 − u2,
то з (2.5) (L∗ψ, u)0 = 0 для довiльної ψ ∈ Xr(Q0). Як
було вiдзначено вище, L∗ψ ∈ Dr(Q0) при ψ ∈ Xr(Q0),
для довiльної ϕ ∈ Dr(Q0) iснує розв’язок ψ ∈ Xr(Q0)
системи L∗ψ = ϕ в Q0. Тодi (ϕ, u) = 0 для довiльної
ϕ ∈ Dr(Q0), тобто u = 0 в D′r(Q0), r ≥ 0. ¥

Примiтка. Нехай P = (x, t), P0 = (x0, t0),
M = (y, τ), d(P, M) = |PM | = (|x− y|2 + |t− τ | 1b ) 1

2 ,
%(P, P0) – нескiнченно диференцiйовна функцiя в Q0,
додатна в Q0 \ {P0}, яка дорiвнює нулю в точцi
P0 ∈ Q0, має порядок d(P, P0) при d(P, P0) → 0 та
%(P, P0) ≤ 1, P ∈ Q0,

Dr(Q0, P0) = {ϕ ∈ Cr,(0)(Q0) (D0(Q0) при цiлому
r): %|α|−r(·, P0)Dαϕ ∈ C(Q0), |α| ≤ [r]}, r ≥ 0,

ϕν → 0 при ν → ∞ в Dr(Q0, P0), якщо для всiх
α, |α| ≤ r послiдовнiсть ϕ̃ν = %|α|−r(·, P0)Dαϕν збiга-
ється до нуля при ν →∞ рiвномiрно в Q0,

D∗r(Q0, P0) = {ϕ ∈ Cr+2b,(0)(Q0) (D0(Q0) при цi-
лому r): L∗ϕ ∈ Dr(Q0, P0)},

Xr(Q0, P0) = {ϕ ∈ D∗r(Q0, P0) : B̂jϕ = 0, j =
1, m}.

Як у теоремi 1 доводиться, що за припущення

P0 ∈ Q0 ∪Q1, Fj ∈ D0′(Q1), s(Fj) ≤ sj , j = 1, m,
Fm+1 ∈ D′(Q2), s(Fm+1) ≤ sm+1,
r ≥ s′0, де s′ = max

1≤j≤m+1
[sj − rj − (j)],

F0 ∈ X ′r(Q0, P0)

вектор-функцiя u ∈ D′r(Q0, P0), задана формулою
(2.6) для довiльної ϕ ∈ Dr(Q0, P0), є єдиним розв’яз-
ком задачi (1.1)–(1.3) – задовольняє тотожнiсть (2.5)
для довiльної ψ ∈ Xr(Q0, P0).

III.

Нижче використовуємо позначення iз [3, 9]

Ec(z, t) = exp{−cz
2b

2b−1 t−
1

2b−1 },
Φ̃k

c (z, t) = (zk+1)Ec(z, t), Φk
c (z, t) = zkEc(z, t), k ∈ R1,

αi = α для i = 0, m, αm+1 = α,

функцiйнi простори iз [7]

Zk(Qi, P0) = {ϕ ∈ D0(Qi \P0) : Φ|αi|−k
−c (%(·, P0), t−

t0)Dαiϕ ∈ C(Qi) ∀αi}, k ∈ R, P0 ∈ Qi,
Zk(Qi, P0) = {ϕ ∈ D0(Qi \ P0) ∩ C [k](Qi) :

Φ|αi|−k
−c (%(·, P0), t − t0)Dαiϕ ∈ C(Qi) ∀|αi| ≥ k},

k > 0,
Zk(Qi, P0) = Zk(Qi, P0) при k ≤ 0, i = 0, 1

та вводимо функцiйнi простори

Zk(Ω0) = {ϕ ∈ C∞(Ω0): %
|α|−k
0 Dαϕ ∈ C(Ω0) ∀α},

k ∈ R,
Zk(Ω0) = {ϕ ∈ C∞(Ω0) ∩ C [k](Ω0): %

|α|−k
0 Dαϕ ∈

C(Ω0) ∀|α| ≥ k}, k > 0,
Z−k(Ω0) = Z−k(Ω0), k ≥ 0,

Zk(Q0) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q0) : %|α|−kDαϕ ∈
C(Q0) ∀a}, k ∈ R,
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Zk,r(Q0) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q0) ∩ Ck(Q0) ∩ Cr(Q1) :

%|α|−kDαϕ ∈ C(Q0), %
2bα0−r

2b
1 Dαϕ ∈ C(Q1) ∀|α| ≥

k, 2bα0 ≥ r}, k > 0, r > 0,
Zk(Q0) = Zk,k(Q0),

Zr(Q1) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q1) : %
2bα0−r

2b
1 Dαϕ ∈

C(Q1) ∀α}, r ∈ R,
Zr(Q1) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q1) ∩ Cr(Q1) :

%
2bα0−r

2b
1 Dαϕ ∈ C(Q1) ∀|α| ≥ r}, r > 0.

Скажемо, що ϕν → 0 при ν → ∞ в Zk(Qi, P0),
якщо для довiльного мультиiндексу αi послiдовнiсть
ϕ̃αiν(P ) = Φ|αi|−k

−c (%(P, P0), t− t0)Dαiϕν(P ) збiгається
до нуля при ν →∞ рiвномiрно в Qi,

ϕν → 0 при ν → ∞ в Zk(Qi, P0), якщо для
|αi| ≤ [k] послiдовнiсть Dαiϕν(P ), а для |αi| ≥ k по-
слiдовнiсть ϕ̃αiν(P ) збiгається до нуля при ν → ∞
рiвномiрно в Qi, i = 0, 1. Подiбно визначається збi-
жнiсть у iнших просторах.

Функцiї з просторiв Zk та Zk мають спiльнi вла-
стивостi, для Zk = Zk(Qi, P0) та Zk = Zk(Qi, P0)
встановленi в [7]. Сформулюємо їх для випадку Zk =
Zk(Qi), i = 0, 1:

(1) При k > 0 Zk(Qi) ⊂ Ck(Qi) => (Ck(Qi))′ ⊂
Z ′k(Qi), D0(Qi) ⊂ Z−k(Qi), Z ′−k(Qi) ⊂ D0′(Qi).

(2) Якщо ϕ ∈ Zk, то Dγϕ ∈ Zk−|γ|.
(3) Zk2 ⊂ Zk1 для k2 > k1.
(4) Z−k ⊂ Z ′k ⊂ Z ′k, k ∈ R1; якщо f ∈ Z−k, то f –

регулярна узагальнена функцiя з Z ′k.
(5) Якщо g(P ) = %−k(P, P0)g0(P ), де

g0(P )(P ∈ Qi)– обмежена в Qi функцiя, то g ∈
Z ′k−n+(i)−2b+ε(Qi, P0), ε > 0.

При g0 ∈ L1(Q0) також g ∈ X ′k(Q0, P0).
При gα ∈ L1(Q0), |α| ≤ r маємо

g =
∑
|α|≤r

Dα(%α−k(·, P0)gα) ∈ Z ′k(Q0, P0),

g =
∑
|α|≤k

Dαgα +
∑

k<|α|≤r

Dα(%α−k(·, P0)gα) ∈

Z ′k(Q0, P0) i має порядок сингулярностi ≤ r.
Доведемо розв’язнiсть нормальної параболiчної

крайової задачi (1.1)–(1.3) з правими частинами з ва-
гових просторiв узагальнених функцiй Z ′k, k ≥ 0.

Лема 2. (1) Ĝi : Zk(Q0, P0) →
Zk+ri+(i)(Q(i), P0), k > −n− 2b, i = 0,m + 1;

(2) Ĝ0 : Zk(Q0) → Zk+1−n,k+2b(Q0),
Ĝi : Zk(Q0) → Zk+ri+1(Q1), i = 1,m,
Ĝm+1 : Zk(Q0) → Zk+1−n(Ω0), k ≥ 0.

¤ Доведення. Твердження (1) встановлено у
[7]. Для доведення твердження (2) використовуємо
розбиття Qτ

0 = (τ, T ]× Ω0 на
Q1 = {(x, t) ∈ Qτ

0 : d(x) < min{t 1
2b , d0}},

Q2 = {(x, t) ∈ Qτ
0 : t

1
2b < min{d(x), d0}},

Q3 = Qτ
0 \ (Q1 ∪Q2), d0 – додатне мале число.

Для кожної точки M = (y, τ) ∈ Qτ
0 про-

водимо дослiдження вектор-функцiй vjα(y, τ) =
Dα

∫
Qτ

ϕ(x, t)Gj(x, t, y, τ)dxdt, j = 0,m + 1, ϕ ∈
Zk(Q0). Як у [7] та [13], одержуємо оцiнки

|v0α(y, τ)|p ≤ C0(1 + %
k+1−n−|α|
0 (y)), (y, τ) ∈ Q1,

де |g|p = |g1| + · · · + |gp| для вектор-функцiї
g = (g1, . . . , gp), C0 – додатна стала. Отже,
%
|α|+n−1−k
0 v0α ∈ C(Q1). Також vjα(y, τ) ∈ C(Q1) при

ϕ ∈ Zk(Q0) та k + rj + 2− n− 2b− |α| > 0, j = 1, m.
Для кожної точки M ∈ Q2 область Q2 розбиває-

мо на Q21 = Q21(y, τ) = {(x, t) ∈ Q2 : τ < t < 2τ},
Q22 = Q2 \Q21. Використовуючи замiну
xi = τ

1
2b ξi, yi = τ

1
2b si, i = 1, n, t = τξn+1, τ = τsn+1,

одержуємо оцiнки
|Dα

∫
Q21

ϕ(x, t)Gj(x, t, y, τ)dxdt|p ≤ C1
j τ

k+rj+(j)−|α|
2b ,

j = 0, m, а отже, неперервнiсть %
2bα0−(k+rj+(j))

2b
1 vjα в

Q21, j = 0, m. При M ∈ Q22 використовуємо одержа-
нi пiд час доведення (1) оцiнки з [7], а при M ∈ Q3 –
результати [3].

Нехай при P̂ ∈ Q1

Xk(Q0, P̂ ) = {ψ ∈ Zk+2b(Q0, P̂ ) : L∗ψ ∈ Zk(Q0, P̂ ),
Ĉjψ ∈ Zk+rj+1(Q1, P̂ ), B̂jψ = 0, j = 1, m},

при P̂ ∈ Q2

Xk(Q0, P̂ ) = {ψ ∈ Zk+2b(Q0, P̂ ) : L∗ψ ∈ Zk(Q0, P̂ ),
Ĉjψ ∈ Ck+rj+1(Q1), B̂jψ = 0, j = 1, m},

Xk(Q0) = {ψ ∈ Zk+1−n,k+2b(Q0) : L∗ψ ∈ Zk(Q0),
Ĉjψ ∈ Zk+rj+1(Q1), B̂jψ = 0, j = 1, m}.
У [7] доведено, що при k ≥ −1 − m̂ простiр

Xk(Q0, P̂ ) непорожний, для довiльних ψ ∈ Xk(Q0, P̂ )
i для таких k правильнi формули (1.4). ¥

Припущення
(Z): F0 ∈ Z ′k0

(Q0, P̂ ), Fj ∈ Z ′kj
(Q1, P̂ ), j = 1, m,

Fm+1 ∈ D′(Ω0), s(Fm+1) ≤ km+1,
k ≥ k̂ = max

1≤j≤m+1
(kj − rj − (j)) при P̂ ∈ Q1;

F0 ∈ Z ′k0
(Q0, P̂ ), Fj ∈ D0′(Q1) та s(Fj) ≤ kj ,

j = 1, m, Fm+1 ∈ Z ′km+1
(Ω0, P̂ ),

k ≥ k̂ при P̂ ∈ Q2;
(Zp): F0 ∈ Z ′k+1−n,k+2b(Q0), Fj ∈ Z ′k+rj+1(Q1) та

s(Fj) ≤ k + rj + 1− n− 2b, j = 1, m,
Fm+1 ∈ Z ′k+1−n(Ω0), k ≥ 0.

Означення 1. За припущення (Z) розв’язком
задачi (1.1)–(1.3) називається узагальнена функцiя
u ∈ Z ′k(Q0, P̂ ), яка задовольняє тотожнiсть (2.5)
для довiльної ψ ∈ Xk(Q0, P̂ ). За припущення (Zp)
розв’язком задачi (1.1)–(1.3) є узагальнена функцiя
u ∈ Z ′k(Q0), яка задовольняє тотожнiсть (2.5) для
довiльної ψ ∈ Xk(Q0).

Теорема 2. За припущення (Z) (вiдповiдно
(Zp)) iснує єдиний розв’язок задачi (1.1)–(1.3), який
виражається формулою (2.6) для довiльної ϕ ∈
Zk(Q0, P̂ ) (вiдповiдно ϕ ∈ Zk(Q0)).

¤ Доведення. За припущення (Z) теорема до-
ведена в [7]. Розглянемо випадок припущення (Zp).

Нехай ϕ ∈ Zk(Q0). За лемою 2 Ĝ0ϕ ∈
Zk+1−n,k+2b(Q0) i тому вiдображення F0 → u0, за-
дане формулою
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(ϕ, u0)0 = (Ĝ0ϕ,F0)0 ∀ϕ ∈ Zk(Q0),

для всiх k ≥ 0 визначає u0 ∈ Z ′k(Q0). За лемою 2 та-
кож Ĝjϕ ∈ Zk+rj+1(Q1)∩Ck+rj+1−n−2b(Q1), j = 1, m,
Ĝm+1ϕ ∈ Zk+1−n(Ω0), тому формулами

(ϕ, uj)0 = (Ĝjϕ,Fj)1, j = 1,m,

(ϕ, um+1)0 = (Ĝm+1ϕ,Fj)2 ∀ϕ ∈ Zk(Q0)

визначено uj ∈ Z ′k(Q0), j = 1, m + 1.

Вектор-функцiя (2.6), тобто u =
m+1∑
j=0

uj , задоволь-

няє умову (2.5) для довiльної ψ ∈ Xk(Q0). Справдi,
для довiльної ψ ∈ Xk(Q0) маємо L∗ψ ∈ Zk(Q0) ∩
Zk(Ω0) i за лемою 2 Ĝ0(L∗ψ) ∈ Zk+1−n,k+2b(Q0),
Ĝj(L∗ψ) ∈ Zk+rj+1(Q1) ∩ Ck+rj+1−n−2bQ1, j = 1, m,
Ĝm+1(L∗ψ) ∈ Zk+1−n(Q2). Згiдно з формулами (1.4),
правильними для функцiй ψ ∈ Xk(Q0) при k ≥ 0,

(L∗ψ, u0)0 = (Ĝ0(L∗ψ), F0)0 = (ψ,F0)0,

(L∗ψ, uj)0 = (Ĝj(L∗ψ), Fj)1 = (Ĉjψ, Fj)1, j = 1, m,
(L∗ψ, um+1)0 = (Ĝm+1(L∗ψ), Fm+1)2 = (ψ, Fm+1)2.

Нехай v, w–два розв’язки задачi (1.1)-(1.3) (з
Z ′k(Q0)). Тодi вектор-функцiя u = v−w задовольняє
тотожнiсть (L∗ψ, u)0 = 0 для довiльної ψ ∈ Xk(Q0).

Для довiльної ϕ ∈ Zk(Q0) iснує ψ = Ĝ0ϕ. За
властивостями матрицi Грiна та лемою 2 L∗ψ = ϕ,
B̂jψ = 0, Ĉjψ = Ĉj Ĝ0ϕ = Ĝjϕ ∈ Zk+rj+1(Q1),
j = 1, m. Отже, ψ ∈ Xk(Q0). Тому маємо (ϕ, u)0 = 0
для довiльної ϕ ∈ Zk(Q0), тобто u = 0 в Z ′k(Q0). ¥

Висновки

Доведено теореми iснування та єдиностi розв’яз-
кiв нормальних лiнiйних параболiчних крайових за-
дач з правими частинами з вагових просторiв уза-
гальнених функцiй та одержано зображення розв’яз-
кiв.
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Доказана однозначная разрешимость нормальных линейных параболических краевых
задач в весовых пространствах обобщенных функций.
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